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Resume. Nous prouvons que toute conjugaison topologique entre germes 
de courbes holomorphes singulieres du plan complexe est homotope a 
une conjugaison qui s'etend aux diviseurs exceptionnels des desingulari- 
sations minimales de ces courbes. Grace a ce resultat, nous donnons une 
presentation explicite d'un sous-groupe d'indice fini du mapping class 
group d'un germe de courbe plane. 
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Vocabulaire 

o 

-Si A est un sous-ensemble d'un espace topologique, on designe par A son 

o 

interieur, A son adherence et on note 5 A := A \ A. Si A est une variete a 
bord, son bord est note dA. 

- Pour une courbe analytique X, on note Sing(X) I'ensemble de ses points 
singuliers et Comp(X) la collection de ses composantes irreductibles. Deux 
composantes irreductibles sont dites adjacentes si elles sont distinctes et 
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d'intersection non-vide. Le nombre v{Y) de composantes de X adjacentes 
a Y G Comp(X) est appele valence de Y. Nous notons Compf^{X) la col- 
lection des composantes de X de valence > k. Une composante connexe de 
I'adherence de X \ UYGComp3(x) ^ appelee chaine (geometrique) de X, 
si elle ne contient pas de composante de valence 1 ; elle est appelee branche 
morte (geometrique) de X, sinon. 

1. Introduction 

Solent (S*, 0) et («S",0) deux germes de courbes holomorphes singulieres 
contenues dans (C^,0). Une conjugaison topologique entre (5,0) et {S',0) 
est un germe d'homeomorphisme h : (C^,0) — >■ (C^,0) tel que {h{S),0) = 
(5', 0). Nous dirons que la conjugaison h est excellente, si elle se releve aux 
reductions des singular ites de S et de S', definissant ainsi un homeomor- 
phisme entre des voisinages des diviseurs exceptionnels £s et £s' de ces 
reductions, qui : 

- conjugue topologiquement £s a ^S'j 

- est compatible aux fibrations de Hopf des composantes de £s et £3'^ en 
dehors d'un voisinages des singularites du transforme total Vs de S, 

- est holomorphe au voisinage de chaque point singulier de Vs- 

La question naturelle de I'existence de conjugaisons excellentes est resolue 
par les resultats classiques de O. Zariski et M. Lejeune [221 [9]. Les techniques 
de plombage introduites par Mumford [H] et developpees par Neumann 
[15\ O [16] permettent de preciser ce probleme et de calculer aisement certains 
invariants topologiques, dont le groupe fondamental du complementaire de 
S : 

(1) Ts:=T^i{Me\S,-). B, :={|zi|2 + |z2p <e}, 0<e«l. 

L'objet de ce travail est de decrire les "classes d'homotopies" des conju- 
gaisons topologiques entre deux germes de courbes fixes et de montrer que 
chaque classe contient une conjugaison excellente. 

Plus precisement, nous disons que deux conjugaisons /, g entre (5,0) 
et (5",0) sont fondamentalement equivalentes et nous notons / x si les 
restrictions de / et 5 a \ 5 sont homotopes en tant qu'applications a 
valeurs dans B^/ \ S', pour < e <C e' ^ 1. Visiblement x est une relation 
d'equivalence sur I'ensemble des conjugaisons topologiques entre S et S'. 
Notons que la structure conique du complementaire B^ \ iS* au dessus de 
9Be \ 5 et la suite suite exacte d'homotopie associee a sa structure de fibre 
au dessus du cercle, montrent que B^ \ 5 est un espace d'Eilenberg-MacLane 
K{-K,l). La theorie d'homotopie classique implique alors que / x g si et 
seulement si les actions de / et g sur les groupes fondamentaux de B^ \ S* et 
Bg' \ S' coincident a automorphisme interieur pres (du aux choix des points 
de base). 

Nous definissons un marquage de S' par S comme une classe d'equivalence 
d'une conjugaison entre S et S', pour la relation d'equivalence fondamentale 
X. Le resultat principal de ce travail est le suivant : 

Theoreme A. Tout marquage admet un representant excellent. 
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Notre construction est entierement basee sur les resultats de decomposition 
des varietes de dimension 3 de Waldhausen [19], Jaco-Shalen [6] et Johannson 
[7]. Elle ne pent pas se deduire des theoremes classiques de Zariski-Lejeune 
[22t[9] ; pour s'en convaincre il suffit de considerer I'eventualite S = S', pour 
laquelle le resultat de Zariski-Lejeune est sans objet, alors que le theoreme 
[K\ induit des resultats non-triviaux sur les automorphismes des germes de 
courbes. 

L'ensemble Qs de marquages d'un germe de courbe S par lui-meme est 
muni d'une structure de groupe par la composition. C'est I'analogue ger- 
mifie du mapping class group des surfaces de Riemann. La theorie d'ho- 
motopie des espaces K{7r, 1) indique que le groupe Qs se plonge dans le 
groupe des automorphismes exterieurs 0ut(r5) du groupe fondamental Ts 
defini en ([1]). L'image 0utg(r5) C 0ut(r5) de ce plongement se caracterise 
par la preservation de certaines donnees algebriques de Ts, qui sont de na- 
ture geometrique : la structure peripherique munie de ses meridiens, cf. la 
definition ()3.16p . le theoreme (jS.lSp et le corollaire ()3.19p . Le sous-groupe 
Qs de Qs constitue des germes d'homeomorphismes fixant chaque compo- 
sante irreductible de S, est distingue et d'indice fini : il est egal au noyau 
du morphisme naturel de Qs dans le groupe le groupe &s des permutations 
des composantes irreductibles de S. Le theoreme precedent nous permet 
d'expliciter un systeme de generateurs de Qg ; designons par Es : Bs ^ 
I'application de reduction (minimale) de 5, on a : 

Theoreme B. // existe un epimorphisme 

0A(I)-)ffi0z2^gO, 

D C 

oil : D decrit l'ensemble des composantes irreductibles de valence v{D) > 3 
du diviseur total Vs ■= E^^{S), A{D') est le groupe d'Artin pw^ de D = S'^ 
pointe par Smg(T>s) D, C decrit la collection des chaines de Vs et 

Remarquons que le groupe quotient Qs/Q^ correspond aux "grandes syme- 
tries de 5". Notons aussi que le graphe de la decomposition topologique 
de JSJ de la 3-variete a bord obtenue en enlevant a la sphere §^ := 9Be 
un voisinage tubulaire de I'entrelacs S* n Sg, est constitue de : Comp3(P5) 
comme ensemble de sommets et £5 comme ensemble d'aretes. Ainsi, Q^ est 
un groupe de graphe au sens de [TB]- Nous verrons sur un exemple explicite, 
qu'en general I'epimorphisme ci-dessus n'est pas un isomorphisme. 

Le probleme resolu par le theoreme A nous est apparu de fagon naturelle 
dans I'etude de la classification topologique de germes de feuilletages singu- 
liers. II joue un role cle dans la resolution de la conjecture de Cerveau-Sad 

Le plan du travail est le suivant : 



1. i.e. le groupe de tresses pures du plan a v{D) — 1 brins quotiente par son centre -qui 
est isomorphe a Z. 
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-Au chapitre[2]nous introduisons quelques notions sur la desingularisation 
minimale d'un germe de courbe singuliere, ainsi que sur les tubes de Milnor 
(de dimension trois et quatre) ; elles nous permettront de preciser I'enonce 
du theoreme principal ainsi que la notion cle de marquage. 

-Au chapitre [3] nous etablissons les proprietes topologiques des tubes de 
Milnor qui nous seront utiles par la suite. Ce chapitre est divise en trois 
sections. Dans la premiere nous donnons une presentation du groupe fonda- 
mental du complementaire d'une courbe singuliere. Dans la deuxieme nous 
precisons la decomposition de Jaco-Shalen-Johannson du tube de Milnor de 
dimension trois, qui jouera un role cle dans la preuve du theoreme principal. 
Enfin, dans la troisieme section nous etudions les proprietes algebriques de 
Taction d'une conjugaison topologique entre germes de courbes, sur quelques 
elements remarquables des groupes fondamentaux associes aux composantes 
de bord. 

-Au chapitre H] nous donnons la preuve du theoreme El structuree en 
quatre sections : reduction a la dimension trois, construction d'un homeo- 
morphisme entre les 3-tubes de Milnor compatible aux decompositions de 
JSJ introduites dans la section 13.21 conjugaison des arbres duaux des di- 
viseurs exceptionnels des desingularisations, enfin extension aux 4-tubes de 
Milnor. 

-Finalement, nous etudions au chapitre les proprietes algebriques du 
groupe Gs 6t nous demontrons le theoreme [Bl a I'aide du theoreme |X] deja 
etabli. 

2. Conjugaison de germes de courbes marquees 

2.1. Desingularisations et systemes locaux. Dans tout cet article S 
designe I'intersection d'une courbe analytique de avec une boule ferme 
B := B^Q de centre = (0, 0) et rayon ro > fixe. Nous supposons que B 
est une boule de Milnor pour S, i.e. € 5 et S" \ {0} est lisse et transverse 
a toutes les spheres dMr, pour < r < tq. Soit E : B ^ M I'application 
de reduction (minimale) de S; nous notons P := E~^{S) le diviseur total, 
£ := E~^{0) le diviseur exceptionnel et S := V \ £ la transformee striate de 
S. Designons par Comp(2?) I'ensemble de composantes irreductibles de V et 
par Sing(X') I'ensemble des points singuliers de "D. Notons encore S{D) := 
D n Sing(P). Deux composantes D,D' G Comp(X') sont dites adjacentes 
s\ D ^ D' et leur intersection D D' ^ ^ \ dans ce cas D Ci D' = {s} C 
Sing(P). Nous considerons aussi une seconde courbe analytique S' 3 0, 
ainsi qu'une boule de Milnor B' := B^/ pour S' ; E' : B' M', V, £', 
S' designent respectivement I'application de reduction, le diviseur total, le 
diviseur exceptionnel et la transformee stricte de S' . Dans tout Particle, nous 
adoptons les notations suivantes : 

(2) A*:={A\S), A*:={A\V), pour AcM et AcB. 

De meme, si A' C B' et A' C B', nous notons A'* := {A' \ S') et A'* := 
{A'\V'). 

Donnons nous pour chaque point singulier s € Sing(X'), un systeme de co- 
ordonnees locales holomorphes {xs,ys) '■ — x definies sur voisinage 
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ferine de s dans B, a valeurs sur le polydisque ferme Bi x Bi, telles que 
'DnQs = {xsUs = 0} et nils' = 0, pour s ^ s' , avec B^ := {\z\ < e} C C. 
Fixons aussi pour chaque composante irreductible D € Comp(P), une fi- 
bration localement triviale en disques fermes donnee par une submersion 
differentiable pD ■ D, definie sur un voisinage ferme ^lo de D dans B. 

Adoptons les notations suivantes, D et D' designant encore des composantes 
irreductibles de V : 

(3) Ds:=Dnns, pour s £ S{D) := Sing(P) n D , 
et : 

(4) Kd.= Id\ [J bs \ , Ks ■.= DsUD',, si DnD' = {s} . 

\ seS(D) J 

Nous noterons aussi pour tout X C B, tout K <Z D non-reduit a point 
singulier et tout s € Sing(D), 

(5) X{K) := Xr\p'^^{K) et X^ := X nils =■ X{K,) . 

Definition 2.1. Nous dirons que la collection C := {{xs,ys), Pd)s d 
systeme local de S sur B, s 'il satisfait de plus les proprietes suivantes, pour 
tout D G Comp(D) et s € Sing(D) ; 

(i) la restriction de pD d D est I'identite ; 

(a) si D C £, alors po est holomorphe sur p'^{K£)) ; 

(Hi) si D C S et m e D n dB, alors p'^{m) C dB. 

(iv) si z := Xs ou ys designe la coordonnee locale non-identiquement nulle 
sur D, alors z o pi^[m) = z{m), pour \z{m)\ < 1/2, m € R Qg. 

La fibration pj:, sera appelee id fibration de Hopf de b D. 

Notons qu'alors po est holomorphe au voisinage de chaque point singulier 
de T) et que les composantes locales de T> en ces points, sont des fibres de 
ces fibrations. Nous laissons au lecteur le soin de voir que, les cartes locales 
{xs,ys) etant donnees, il existe des fibrations pD telles que C soit un systeme 
local de S sur B. 

2.2. Tubes de Milnor et homeomorpiiismes excellents. Fixons main- 
tenant une equation holomorphe reduite / de S, definie sur un voisinage 
ouvert de B. Pour tout reel r] > 0, notons : 

(6) := f-\Br,) DM et % := E-^(%,) C B . 

Lorsque > est assez petit, la restriction de f k T* est une fibration 
C°°-localement triviale au dessus de B^ \ {0} ; nous dirons alors que et 7^ 
sont des 4-tuhes de Milnor pour S. Apres avoir fixe une equation holomorphe 
reduite de S' au voisinage de B', nous definissons de la meme maniere les 
4-tubes de Milnor pour S' et les notons T^, C B', T^, C B' . 

Remarque 2.2. Si C B est un 4-tube de Milnor et Bg est une boule 

o 

fermee contenue dans T^, alors les inclusions B* C C B* induisent des 
isomorphismes au niveau des groupes fondamentaux. 
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Le systeme local L etant fixe, nous pouvons preciser la topologie des 4- 
tubes de Milnor. Pour ryo > assez petit, on construit classiquement0 un 
champ de vecteurs differentiable X sur 7^^ s'annulant sur P qui, pour toute 
composante D de P, est tangent aux fibres de pB en tout point de Tr^^^iKD) 
et tel que X ■ {f o E) = f o E. Ce champ se projette via E en un champ 
lipchitzien X sur T^^ qui est tangent a 5 et nul a I'origine. Les flots de ces 
champs sont definis pour tons les temps negatifs. 

Considerons les 3-varietes a bord suivantes, que nous appelons 3-tubes de 
Milnor, 

(7) := r\dBrj) nMcdTr, et Mr, := E'^Mr,) C 8% . 

A I'aide des flots de X et de X, on construit facilement une retraction par 
deformation de T*^ sur M^g -et done aussi une retraction par deformation 
de 7^* sur Mr^a- Les proprietes de tangence de ces flots permettent d'etre 
plus precis. 

Proposition 2.3. // existe un diffeomorphisme Q : j\4r,fjX]0,rjQ] — >-7^* tel 
que : 

Q{Mr,, ^ {r,}) = Mr, , Q{dMr,,^]Q,l])=T;;r\dB' , @{m,7]o) = m, 
pour tout m G Mno et < rj < r]Q. De plus D € Comp(D), 

e(x,„(K,,)x]o,77o]) = r;(KD), 

et la restriction de Q d A4^g(i^/5)x]0, ?7o], se prolonge en une application 
differentiable Qd '■ -^qcXKr)) x [0,770] — > TriQ{K£)) verifiant : 

PD ° Qnim, s) = pnim) , Qnim, 0) = poim) G Kd ■ 

Ce diffeomorphisme se redescend en un diffeomorphisme 

(8) G^M,„x]0,7?o]^t; 

qui induit une retraction par deformation de {T*^ , T*^ n dM) sur (M^^ , (?M^q ) . 
Comme T*^ est un retract par deformation de B*, cf. [13] , Mr,^ est aussi un 
retract par deformation de B*. Ainsi pour r] assez petit, les restrictions de 
a Tq^Ko), sont aussi des fibrations en disques. 

Remarque 2.4. Les inclusions B* C T* C B*, lorsqu'elles ont lieu, in- 
duisent0 des isomorphismes au niveau du groupe fondamental. Comme, 
toujours d'apres [13], fibre (par /) sur le cercle 9D^, la suite exacte 
d'homotopie de cette fibration montre que est un espace de Eilenberg- 
MacLane i^(vr, 1). II en est de meme de T* et B*, qui se retractent sur M^, 
ainsi que de , B* ei Mr, qui leurs sont homeomorphes. 



2. Par transversalite, un champ Xd possedant ces proprietes existe sur un voisinage 
ouvert Wd de chaque Kd ; sur fis, s £ Sing(I'), I'existence de tels champs Xs resulte de 
I'homogeneite de la fonction f o E. Tous ces champs se recoUent en utilisant une partition 
de I'unite formee de fonctions ud '■ Wd — ^ K egales a 1 sur {Kd) et Us : Qs ^ ^ nuUes 
sur n {LlD%oiKD)), cf. [20]. 

3. Cela se voit facilement en utilisant par exemple la structure conique [13] du couple 
(B,S). 
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Le systeme local L pour S sur B etant toujours fixe, considerons aussi un 
systeme local pour S' sur B' ^ 

Nous conservons pour C' les notations ([3]), dH et ([5]) utilisees pour C. 

Definition 2.5. Un homeomorphisme $ : — t- T^, entre deux 4-tubes de 
Milnor de S et de S' , tel que ^{S) = S' , sera dit excellent pour C et C' , s'il 
se releve en un homeomorphisme (f) : Trj T^'^i , E' o (j) = ^ o E, satisfaisant 
les proprietes suivantes : 

(a) (f) est holomorphe au voisinage de chaque point singulier de T> ; 

(h) pour toute composante irreductible D de T), on a Vegalite : (t){T-q{K £,)) = 
T^i[K'^i^j~^~^) ; de plus sur ces ensembles <j) conjugue les fibrations pD et 

2.3. Marquages entre germes de courbes. Classiquement la structure 
conique de B*, qui sera precisee en (|4.1|) . induit une retraction par deforma- 
tion de B* sur toute boule fermee plus petite B* C B*. Si C B est un 
4-tube de Milnor contenant Bg, les inclusions B* C C B* induisent done 
des isomorphismes au niveau des groupes fondamentaux. Toute application 
continue de I'un de ces ensembles vers B'* definit ainsi un morphisme du 
groupe fondamental de B* dans celui de B'* . Plus precisement considerons 
I'ensemble £(B*,B'*) des applications continues F : U ^ M', oil U est un 
sous-ensemble connexe par arc de B*, tel que I'application d'inclusion ijj : 
[/ ^ B* induit un isomorphisme iu^ : vri(C/, p) — >7ri{M*, p). Notons alors : 

F, := o (iu)-^ : 7ri(B*,p) ^ 7ri(B'*, . 

Definition 2.6. Nous dirons que deux elements F : U ^ B'* et G : V ^ M'* 

de C(B*,B'*) sont fondamentalement equivalents et nous noterons F ^ G, si 
pour tout chemin a trace dans B* d'origine un point p de U et d'extremite 
un point q de V, il existe un chemin a' trace dans M'* d'origine F[p) et 
d'extremite G{q), tel que 

(9) < oF^ = G,oa„ 

OIL : 7ri(B*,p) vri(B*,g) et a'^ : 7ri(B'*, 7ri(B'*, sont les 

isomorphismes induits par a et a' . 

On verifie facilement que est bien une relation d'equivalence dans (i(B*, B'*) 
et que F i< G des qu'il existe existe un couple de chemins (a, a') satisfaisant 
I'egalite 

Definition 2.7. Une classe d'equivalence f x s'appellera marquage de S' 
par S, s'il existe un voisinage ouvert U de I'origine dans B et un representant 
F : U* ^ B'* de f, qui se prolonge en un homeomorphisme F : U — >F{U) C 
B' verifiant F{S nU) = S' D F{U) et preservant les orientations^ de U, U' 
et S, S' en tant que courbes complexes. 



4. Si S = S' est donnee par une equation reelle alors F{x,y) = {x,y) preserve I'orien- 
tation de I'espace ambiante mais renverse I'orientation de S. 
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Dorenavant tous les homeomorphisnies conjuguant deux germes de courbes 
que nous considerons sont supposes preserver I'orientation de I'espace 
ambiant et celles des courbes holomorphes. 



Visiblement deux homeomorphismes conjuguant S a S' sur des voisinages 
de I'origine definissent le meme marquage (de S' par S) s'ils ont meme germe 
a I'origine. Nous parlerons done de germe d'homeomorphisme representant 
un marquage. Comme d'apres ()2.4p . B* est un espace K{tt, 1), un theoreme 
classique0 de topologie algebrique donne la caracterisation suivante. 

Proposition 2.8. Deux germes d 'homeomorphismes au voisinage c/e G 
conjuguant les germes a I'origine de S et de S' , representent le meme mar- 
quage si et seulement si pour e > assez petit, ils induisent des applications 
de B* dans B'*, qui sont homotopes. 

Cela nous amene a poser la 



Question. Est-ce que deux germes d' homeomorphismes Hq, hi : (C^,0) 
(C^0) tels que hi{S,0) = (S",0), i = 0, 1, definissent le meme marquage si 
et seulement s'il existe une germe d'homeomorphisme H : (C^,/) — )• (C^,/) 
le long du compact / := x x [0, 1], qui s'ecrit H{x,y,t) = {Ht{x,y),t), 
verifie Hq = ho, Hi = hi et tel que les germes de H{S x [0, 1]) et de 5' x [0, 1] 
le long de /, soient egaux ? 



Le resultat principal de ce travail est le theoreme suivant. 

Theoreme 2.9. Soient C = {(xs^ys), Pd)s,d et C = {{x'^, , y'^,) , p'^,) s' , D' 
deux systemes locaux de S et S' surB etB' respectivement eth : Mi;^^h{E>i;) C 
B' un homeomorphisme tel que h{S H Bg) = S" H h{E>f,). Alors il existe un 
homeomorphisme ^ : Xq — ^T'^,, ^{S) = S' , qui est excellent pour C et C , 
et tel que les restrictions et <I>|'p. : T* — )■ T'^ sont fondamentalement 
equivalentes. 

En d'autres termes, on obtient le theoreme A de I'introduction : 

Tout marquage de S' par S peut etre represente par un homeomorphisme 
excellent entre deux 4-tubes de Milnor. 

3. Topologie des tubes de Milnor 

Avant de commencer la preuve du theoreme 12.91 nous etablissons dans 
cette section les proprietes topologiques des tubes de Milnor que nous utili- 
serons par la suite. 

3.1. Groupe fondamental et homologie. Nous allons expliciter une pre- 
sentation du groupe fondamental F de T^. Pour cela, rappelons que I'arbre 
dual A de la desingularisation de S est constitue d'un sommet pour chaque 
element D G Comp(X') et d'une arete joignant les sommets correspondants 
a D et D', pour chaque singularite s € Sing(P), point d'intersection de D 



5. Cf. par exemple [5T] coroUaire (4.4), page 226. 
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et D'. 

Fixons un systeme local C pour S ainsi qu'une immersion topologique j 
d'une realisation geometrique |A| de A dans 7^*, telle que : 

- pour chaque D € Comp(P), j~^{T^{Kj:))) contient un seul somment 
sd de a, qui est celui associe a D et de plus pd ° j est un plongement 
sur un voisinage de s/5 ; 

- pour chaque s € Sing(X'), j~^{T^{Ks)) est contenu dans une seule 
arete, qui est celle associee a s. Nous supposons aussi, ce qui est toujours 
possible, que le point de coordonnees {xs,ys) = (1, 1) appartient a j(A). 

Comme j(A) est contractile, on a un isomorphisme canonique entre les 
groupes 7ri(7^*, j(A)) et T qu'on nous n'expliciterons pas. 

Definition 3.1. Pour chaque D G Comp(X') considerons Velement c/j € T 
represente par le lacet simple p~j^{pD{j{sD))) H M-n, oriente comme le bord 
d'une courbe holomorphe de T* . 

Remarque 3.2. Soit s € Sing('D) le point d'intersection de D et D' £ 
Comp(2?). Supposons que Ton a : D CiQs = {^s = 0} et D' Ci^lg = {Vs = 0}. 
Alors CD et cu' sont les classes d'homotopie des lacets {xs,ys) = (e^*'^*, 1) et 
{xs,ys) = (l,e^*'^*) respectivement. 

Proposition 3.3. Le groupe fondamental T admet comme systeme de gene- 
rateurs {cz)}/3(=comp{D)' Oivec les relations donnees par les famille^ 

(10) n 4'?'''^=i' [cD,c^](^'^)=i 

D'GComp(X)) 

d'indices E G Comp(£') et D £ Comp(P). 

La preuve de cette proposition se fait en appliquant le theoreme classique 
de Seifert-Van Kampen de fagon recurrente, voir par exemple OUKTO]. 

Nous ecrirons les elements de F en notation multiplicative et ses classes 
dans F/[F,F] = Hi{T*;Z) en notation additive, mais en conservant les 
memes noms. 

CoroUaire 3.4. Le groupe d'homologie Hi{T*;'L) est un groupe ahelien 
lihre de rang r := #Comp(S'), engendre par les classes cg associes aux 
composantes irreductihles 5i, . . . , 5,. deS. De plus, si Von note {-Ei, . . . , En} 
les composantes de £ et respectivement C£ et cg les vecteurs transposes de 
(c£;i,...,C£„) et de (cs^ , . . . , C5J, alors 

(11) C£ = -{£,£y\£,S)cs, 

oil {£, £) et {£, S) designent les matrices ay ant pour coordonnees les nombres 
d'intersection {Ei,Ej) et {Ei,Sk) respectivement. Enfin la composante {i,k) 
de la matrice —{£,£)~^ ■ {£,S) est egale a I'ordre d'annulation i^E^ifk ° E) 
de fk o E sur Ei , ou fk designe une equation reduite de Sk ■ 

6. Dans le produit Y[ ^d' I'ordre est celui donne par I'ordre cyclique des 

D'eComp{I5) 

aretes de la projection pE o j(star(s_B)) de I'etoile de s_b, dans la composante E, qui est 
de dimension reelle deux. 
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Preuve. II suffit d'ecrire matriciellement les equations 

n r 

(12) 0= Yl {Ei,D)cD = Y{Ei,E,)cE,+Y{Ei,Sk)cs, 

DGComp(D) j=l k=l 

qui se deduisent des relations ([TO]) , puis d'exprimer les c^;. en fonction des 
C5j. grace au fait bien connu que det(f,f) est egal a ±1. Finalement, 

\fk ) 2m J_ f2 {{£,£)-ii£,s)) E{cs,) A 

(13) = ■{£,S))^^, 

car 2i;F/^,(,^^)f =5£fc. n 

3.2. Decomposition de JSJ. Ce qui suit est bien connu des specialistes 
de la topologie des 3-varietes. II s'agit des applications aux singularites de 
courbes, de la classification des varietes de dimension 3 due a Waldhausen 
[TU] . Jaco-Shalen [B] et Johannson [7]. Cette etude est effectuee par Michel- 
Weber [T5] et par Neumann \15\ I16j. via des techniques de plombage. Dans 
ce paragraphe nous precisons et adaptons ces methodes, afin de mettre en 
evidence les proprietes qui nous seront utiles au chapitre suivant. Pour les 
enonces precis des theoremes utilises, nous nous referons a [8] dont nous 
adoptons le vocabulaire ; le lecteur pourra aussi se referer a la monographic 
|20| de CTC Wall, ainsi qu'a Particle [T7j de Neumann-Swarup. 

Avec les notations dH) et ([5]), definissons pour tout point singulier s et 
toute composante D de P, les sous-varietes a bord de Mrj suivantes : 

(14) Ms:=Mnnns et Md ■= MniKo) ; 

nous les appelons ici blocs elementaires de A^^. La decomposition de M.r] 
en "blocs de Jaco-Shalen- Johannson" (JSJ) et en "tores epaissis" , que nous 
allons maintenant definir, sera obtenue en agregeant de tels blocs. 

Notons 9^ C Comp(D) I'ensemble des composantes de V de valence > 
3. Celles-ci correspondent aux les sommets de rupture de I'arbre dual A. 
Precisons la notion de chaine de composantes reliant deux elements D' et 
D" G 9^ : c'est une collection finie de composantes 

(15) C:={Z)o,...,Ac+i}, ^c>0, Dq = D', Di^+i=D", 
telle que 

(16) v{Di) = ■ ■ ■ = viDi^) = 2 et D, n Dj+i ^ , j = 0,...,lc. 

Designons par £ I'ensemble de chaines de composantes de T> reliant des 
composantes de 9\. Rappelons qu'on appelle branche morte de £ adjacente 
d D toute suite finie C := {Dq, . . . , Di^}, Iq > 1, de composantes de £, 
telle que 

(17) Do = D, v{D,) = 2, f(Ac) = l, Dkr\Dk+i^^, 

pour 1 < j < /c et < A; < /c — 1. La composante Di^ est appelee composante 
d'extremite de C et le point d'intersection de -Dq avec Di, point d' attache de 



'E-(fkoE) = — [ 
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C. Nous designons par 9JI I'ensemble de branches mortes de £. 

Soit C = {Dq, . . . , D^^^i} € <t. Designons par Sj le point d'intersection de 
Z?j_i et Dj, j = 0, . . . , Ic- Classiquement, pour rj > assez petit, ce que nous 
supposons, A4sj est un tore epaissi, i.e. M.sj est homeomorphe au produit 
du tore standard T := SBi x 5Di avec un intervalle compact. Chaque -Mdj, 
j = 1,. . . ,lc, est aussi un tore epaissi et Ton obtient par recollement une 
3-variete a bord A^Ci niunie d'un homeomorphisme : 

k k 

(18) a, ■.Mc:=[j Md, U U A^,,^T x [-1, 1] . 

j=l j=0 

Cette structure produit s'etend sur un voisinage du bord de ^Ac sur une 
3-variete a bord Mci niunie d'un homeomorphisme 

(19) a, :>(c^Tx [-l-e,l + e], ^^^(T x [-1, 1]) = A^c , ^ciMc = ■ 

Considerons le 2-tore Tq '■= o'^^(1' x {0}). L'adherence B de toute compo- 
sante connexe de A4r] \ i^cee^c) contient un unique bloc elementaire Md, 

€ Nous disons que B est le bloc de JSJ de Air] associe d D et nous le 
notons Bf). Nous designons par B^^ la composante connexe de la fermeture 
de ^ArJ \ Ucee-^C) contenue dans Bf). 

Considerons une branche morte C = {Dq, . . . ,Di^} € de f . Nous no- 
tons encore : 

k «c-i 

(20) Mc ■■= (j Md, U (j Ms, , ou {sj} := D, D D,+i . 

j=l j=0 

Ainsi, pour D G fH, i?^ est I'union de A^d et des varietes A4c, pour toutes 
les branches mortes C s'attachant en un point de D. Remarquons que si 
C &TI alors ^Ac est homeomorphe a un tore solide B x ; notons aussi que 
le complementaire A^^ d'une fibre de Hopf (non contenue dans Di^^i) du 
diviseur Di^ de valence 1 dans Mc ^ le type d'homotopie du tore x S^. 

Definition 3.5. Pour C G C U 9Jt, posons = Hi{Mc,'^), si C e ^ et 
Hi = Hi{Mq,'L), siC ^ 9K. Pour chaque Dj € C, la classe Cj d'une fibre de 
PDj restreinte a Mdj orientee comme bord d'une courbe holomorphe de 
Trj, sera appelee meridien associe k Dj. Si C ^ 971, nous designons par C/^+i 
et nous appelons meridien exceptionnel de C, le generateur du noyau du mor- 
phisme Hi{M'^,Z) Hi{Mc,'^) induit par I'inclusion, dont V orientation 
et induite par le bord d'une courbe holomorphe de 7^. 

Proposition 3.6. 5^ C G C U 9Jt alors : 

(i) Hi est un groupe abelien libre de rang 2 qui admet comme systeme de 
generateurs Cq, . . . , Cj^+i, avec les relation^ 

(21) Cj_i + CjCj + Cj+i = 0, ej = {Dj,Dj) j = l,...,lc; 



7. ej est aussi egal a la classe de Chern du fibre normal de Dj dans B, integree sur la 
classe fondamentale. 
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(ii) pour tout j = 0, . . . ,lc, les elements Cj, Cj+i forment base de ; ces 
bases definissent toutes la mime orientation ; la 2-forme Tj-lineaire ca- 
nonique det(-, •) sur iff telle que det(cj, Cj+i) = 1 et det{cj,Cj) = 0, 
correspond a la forme d'intersection de chaque composante connexe de 
dA4c, consideree comme surface orientee ; 

(Hi) on a Co = ac/^ + ftc/^+i, avec a = ±det(A) 0, ou A designe la 

ic 

matrice de la restriction au diviseur |J Dj, de la forme d'intersection 

i=i 

de £ ; 

(iv) les elements Cq (S> 1, ci^+i 'X' 1 forment une Q-base de ® Q. 

Preuve. L'affirmation (i) est une consequence directe du fait que i/f s'iden- 
tifie a I'homologie entiere d'un tore et des relations ()12p . L'assertion (ii) se 
deduit facilement a partir des relations ([2T|l . voir aussi [HIS], qui s'ecrivent 
sous forme matricielle comme 

Co 






- c^c+i - 



En appliquant la formule de Cramer on voit sans peine que le coefficient a 
de I'expression cq = ac;^, + bci^j^i n'est autre que a = ±det A, ou A est la 

k 

matrice de la restriction au diviseur \_} Dj d £ de la forme d'intersection 

i=i 

de £ qui est definie negative. Ce qui donne (iii), car det^ ^ 0. Finalement, 
l'affirmation (iv) est une consequence directe de (iii). □ 

Designons par S'.xsi{D) C S{D) I'ensemble des points d'attache des branches 
mortes sur D et notons : 

{2?,) S{D) := S{D)\S^{D) , Kd := D\ [j = Kd^J [j . 

CoroUaire 3.7. Pour chaque composante D de £ de valence > 3, la restric- 
tion d de la fibration du systeme local C, se prolonge en une fibration 
de Seifert : B\j — )• Ko, de fibres exceptionnelles p]^{s), s € S<si{D). De 
plus p]^{s) est I'intersection de B\j avec une fibre de la fibration de Hopf 
de base la composante d'extremite de la branche morte qui s' attache a D au 
point s. 

Preuve. Donnons-nous m := [5D x {1}] un meridien et p := [{1} x un 
parallele dans Hi{p* x §^,Z). II est bien connu qu'une courbe de B* x §^ 
de classe d'homologie entiere am + 6p est une fibre d'une fibration de Seifert 
de D x S^, si et seulement si a 7^ 0. On conclut en appliquant la partie (iii) 
de la proposition precedente et en remarquant que m = c^^+i. □ 
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Remarque 3.8. La structure produit des tores epaissis A4c, C € C, permet 
d'etendre facilement pD en une fibration de Seifert 

(24) p-^^:Bd^KW\ KW'--=D\U^^g^j^^Ds, f^^l^.^ = PD , 
dont les fibres sont contenues dans les fibres de a^, Dg designant ici un 

o 

disque conforme ferme de centre s contenu dans Ds- 

Ainsi chaque tore Tc, C € qui est I'intersections de deux blocs de JSJ, 
est muni des deux fibrations en cercles, obtenues en restreignant a Tq les 
fibrations de Seifert de chaque bloc adjacent. Les classes d'homologie des 
fibres correspondantes a ces deux fibrations sont Cq et c^^j+i, qu'on pent 
considerer comme des elements de //i(Tc,Z) puisque I'inclusion Tq C Mc 
est un isomorphisme en homologie. 

Remarque 3.9. Soit C € Pour j S {0, Ic + 1}, en utilisant que v{Dj) > 3 
on voit aisement [10] que Tq est incompressible dans Bu, ce qui donne 
le monomorphisme i?i(Tc,Z) ^ Hi{B£) Ainsi Cq et c^^^+i sont aussi 
independantes dans Hi{B£)_^,Z) et done les fibrations de Seifert de Bjjq et 
B£,^^^^ ne sont pas compatibles. En utilisant les relations il est facile 
de voir que I'image de i?i(Tc,Z) dans est differente des images 

de I'homologie des tores bordant Mn- 

Les hypotheses du theoreme (1.2.3) de [5] etant satisfaites, il vient : 

CoroUaire 3.10. La famille {Tc)ce<t esi une famille caracteristiqu^ de 
tores essentiel^ de la 3-variete Ad-^ et determine sa decomposition de JSJ, 
qui est constituee de blocs de type Seifert. 

Remarque 3.11. Les sommets de I'arbre de la decomposition de JSJ de A^^ 
(correspondants aux blocs Seifert Bjj) sont en correspondance bijective avec 
les composantes D G et ses aretes (joignant deux sommets correspondants 
a deux blocs Seifert adjacents) sont en correspondance bijective avec les 
chaines C € £. 

3.3. Structures peripheriques et isomorphismes geometriques. Pour 
chaque composante irreductible 5^ de S considerons un voisinage tubu- 

o 

laire Wk de Sk H (B^ \^s) avec < s < r ^ 1 tel que les restrictions 
des fibrations ps^, et po^ a Wk ■= E~^{Wk) soient des fibrations triviales, 
-Dfc € Comp(P) designant la composante d'attache de Sk- Le groupe fon- 
damental Vk '■= vri(W^) est isomorphe a Zm^ ffi Zp^ ou rrifc et sont les 
bords orientes d'une fibre de la restriction a de ps^, et pD^ respective- 
ment. L'abelianite de Vk permet de ne pas a expliciter un point de base 
dans W^. Remarquons que est un generateur du noyau du morphisme 
7ri(VF^) — > vri(Wfc) induit par I'inclusion. Soit s = S^riDk G Smg{V) le point 
d'attache de Sk- Quitte a permuter les coordonnees {xs,ys) nous supposons 
que Xs = est une equation de 5^. Nous choisissons ei, 62 > convenables, 
pour que se retracte sur le 2-tore = ei, \ys\ = £2}- Les lacets m et p 

8. i.e. une famille minimale de tores telle I'adherence de chaque composante connexe 
du complementaire est une variete de Seifert ou atoroidale, of. [S] p. 144. 

9. i.e. incompressible dans TVf^ et non-isotope a une composante de dM^. 



14 



DAVID MARfN ET JEAN-FRANgOIS MATTEI 



deW^ definis par {xs,ys)orn{t) = (eie^*''*, £2) et {xs,ys)op{t) = (ei, £26^*'"*) 
sont deux representants de et pk respectivement. 

Definition 3.12. Nous appellerons mk et pk le meridien et le parallele ca- 
nonique de Sk- 

Proposition 3.13. L'ensemble est incompressible dans T* , i.e. le mor- 
phisme ik : 7-"^ — > F induit par I'inclusion C T* , qui s'explicite par 
ikimk) = cs^,, ikiPk) = CDfe, est injectif. 

Preuve. Ceci peut se demontrer0 directement, par utilisation repetee du 
theoreme de Van Kampen, comme nous I'avons deja fait en la construc- 
tion d'un voisinage adapte de V par "assemblage bord a bord" dans [lUj . 
Nous allons presenter une autre preuve basee sur I'incompressibilite dans 
T* de la fibre de Milnor[HI F d'une equation reduite / de S. Notons par 
icWjiwTjicFTiFT respectivement les morphismes au niveau des groupes 
fondamentaux, induits par les inclusions FnW^ C W^, C T*,FriWj^ C 
F,Fc Trj* . Remarquons que vri (F) est le noyau du morphisme /* : F — > Z 
qui envoie to sur la multiplicite voif ° E) de f o E le long de D. Notons 
t'fc '■= ^Dkif ° F). Comme f oE = XsVs'', ^ I'isomorphisme 7ri(Fn VF^) = 
Zbfc, oil bfc designe la composante du bord (oriente) de F contenue dans 
et icwibk) = Pk - i^fcHifc. D'autre part, si 6 = apk + /3mk € tti{W^) 
appartient au noyau de iwT, alors f*{iwT{(^Pk + P^k)) = "i/fc + /3 = ; d'oii 
^ = icw{c(^k)- Comme iwT ° icw = ipT ° icF, icF et ipT sont injectives, 
a = et iwT est done aussi injective. □ 

Dorenavant nous identifierons Vk a son image dans F, en prenant le point 
de base dans W^. Si nous avons besoin de considerer plus d'un sous-groupe 
Vk a la fois, il nous faudra alors de considerer la famille de tous les conjugues 
deVk dans F. Le resultat suivant precise cette situation. 

Proposition 3.14. Le normalisateur de Vk dans F est egal d Vk, i-e. si 
C G F ei C'PkC~^ C Vk alors C S Vk- En particulier, la decomposition Vk = 
ZtTifc © Zpfc est intrinsequer"] dans F. 

Preuve. La preuve de la proposition precedente montre que 7ri{F) CiVk = 
TTiiE n W*) = Zbk. Soit C ■■= CK avec i := /.(() = ^J^E* (f ). 
Comme /*(mfc) = 1 il resulte que /*(C') = et done C ^ 7ri(F). Ainsi, 
C'bkC'-^ G 7ri(F) n C'VkC'-' = 7ri(F) H Vk = Zb^. D'ou C'bkC'' = 
pour un certain n G Z. En passant a I'homologie la derniere egalite on ob- 
tient que n = 1 et done [C, bk] = 1, que nous pouvons interpreter comme 
une relation dans le groupe libre vri(F). Comme le sous-groupe {C^k) de 
7ri(F) est aussi libre d'apres le theoreme classique de Schreier, nous en 
deduisons qu'il est monogene : (C', bfc) = (9) pour un certain 9 G vri(F) = 

g r 

{ui,vi, . . . , Ug,Vg, hi, ... ,br\ n [^i! ^i] n — 1)5 ^ Nous pouvons 

i=i 3=1 

10. Lorsque S n'est pas irreductible, i.e. r > 1, on peut raisonner directement en homo- 
logie, car alors -RiiWk) = Hi{Wt\^) '^T? '^TI ^ Hx{T*\ Z). Ce derniere inclusion vient 
de p3[) car ft o E s'annule sur D^, pour tout I = 1, . . . , r. 

11. Elle resulte trivialement de la suite exacte d'homotopie de la fibration de Milnor. 

12. i.e. la decomposition P = Zmp ffi Zpp de tout sous-groupe conjugue P := i^PkC^^ 
donnee par trip := ("rrifei^"^ et pp := ("p^^""^, ne depend pas de (. 
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supposer que = 61. II suffit de prouver que bi n'est pas une puissance 
non-triviale dans '7ri(i<') car dans ce cas C' € (9) = (b^) C Vk- Si r > 1 alors 
61 fait parti du systeme libre de generateurs ui,vi, . . . ,Ug,Vg,bi, . . . , 6^-1 
de TTi{F) ; il n'est done pas une puissance non-triviale. Si r = 1 alors 

= n 6st un mot cycliquement reduit dans le groupe libre vri(F) = 

i=l 

{ui,vi, . . . ,Ug,Vg\) ; on voit encore facilement, qu'il ne pent etre une puis- 
sance non-triviale. □ 

Theoreme 3.15. Soit U un voisinage ouvert de dans M et h un homeo- 
morphisme^ de U sur un voisinage U' de dans M' , tel que h{Sr]U) = S'Ci 
U' . Supposons que I'inclusion [/ C IB induit un isomorphisme 7ri(C/*) = T. 
Alors, pour toute composante Sk de S I 'isomorphisme /i* : T — >■ F' induit par 
h envoie Vk sur le sous-groupe V'j^ associe a la composante = h{Sk H U) 
de S' n U' et transforme meridien en meridien : /i*(m/fc) = m^. 

o 

Preuve. Considerons des voisinages tubulaires Wk de S'a,- fl (B^ \B<() et W'^ C 

o 

de S'^n (Bj., \ B' s') contenus dans U et U' respectivement tels que W'f^ C 
h{Wk) C Wl et Vk = vri(W*) et 7ri(Wf ) = t^i{W'C) = P[ via I'inclusion 
Wjl* C Wl*. Ainsi K{Vk) C V'k et le compose V'j, K{Vk) ^ V',, est 
un isomorphisme. Ainsi h^,{Vk) = V'j^ et la restriction de a. Vk = 
est surjective sur V'j^ = T?. Comme tout morphisme surjectif de 1? sur 
lui-meme est aussi injectif, : Vk ^ V'f. est un isomorphisme. De meme 
/i* : vri(VFfc) — > Tri{Wki) est aussi un isomorphisme. Ainsi /i* conjugue les 
noyaux des morphismes induits par les inclusions C Wk et W[* C W^. qui 
sont engendres par xxik et m'^ respectivement. On conclut que /i*(mfc) = tri^^^ ; 
mais I'exposant est egal a +1, car h preserve les orientations. □ 

Dans I'enonce du theoreme precedent, k etant donne, nous avions arbi- 
trairement choisi dans Wk et Wj!, les points de base pour T et T' respective- 
ment. Mais nous aimerions disposer d'une notion independante de ces choix, 
intrinseque a h^,. Pour cela, revenons a la definition d 'equivalence fondamen- 
tale introduite en 12.61 et notons que I'ambigui'te de Taction /i* : F — > T' est 
controlee par la composition a droite et/ou a gauche de par des automor- 
phismes interieurs. Cela nous conduit a introduire la notion isomorphisme 
exterieur, comme une classe d'equivalence d'isomorphisme F — t- F' modulo 
composition par des automorphismes interieurs. Nous pouvons alors definir 

Definition 3.16. Nous disons qu'un isomorphisme exterieur : F — )• 
F' preserve les structures peripheriques s'il envoie tous les sous-groupes 
conjugues des Vk sur des sous-groupes conjugues des V'j^,. L 'isomorphisme 
if est dit geometrique si de plus il envoie tous les conjugues des meridiens 
tTifc sur des conjugues des meridiens m'^, . 

Remarque 3.17. Le theoreme 13.151 afiirme que si h : (U,S) — )• (U',S') 
est un germe d'homeomorphisme alors /i* : F — >■ F' est un isomorphisme 
geometrique. La premiere moitie de la preuve de 13.151 implique que si h : 
U* U'* est un homeomorphisme alors h^ : T T' preserve la structure 
peripherique ; cependant il pent ne pas etre geometrique, comme montre 



13. preservant comme toujours les orientations. 
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I'exemple suivant : U = U' = , S = S' = {xy = 0} et h : C* x C* ^ 
C* X C* est defini par h{x,y) = {xy,y). 

Rappelons ici un important resultat de F. Waldhausen |19l Corollary 6.5] : 

Theoreme 3.18. Soient M et M' des varietes de dimension trois, irreduc- 
tibles, d bord incompressible et soit ip : 7ri(M) — > 7ri(M') un isomorphisme 
preservant la structure peripherique, i.e. pour toute composante connexe F 
de dM , il existe une composante connexe F' de dM' , telle que (p{tti{F)) soit 
conjugue a 7ri(F'). Alors il existe un homeomorphisme </!> : M — )• M' indui- 
sant If en homotopie, i.e. (p = (j)^. 

CoroUaire 3.19. Si ip -.T ^V' est un isomorphisme qui preserve la struc- 
ture peripherique, alors il existe un homeomorphisme h : T* T^*, tel que 
= if : 7ri(T*) — )■ 7ri(T^*). Si de plus ip est geometrique, alors h s'etend en 
un homeomorphisme de T* sur T!^ , tel que h{S) = S' . Ainsi, tout isomor- 
phisme geometrique est induit par un (unique) marquage. 

Preuve. Nous pouvons appliquer le theoreme de Waldhausen a I'isomor- 
phisme ip : T vri(M^) vri(M;^) ^ T', car et M^/ sont irreductibles, 
d'apres la remarque l2.4l et a bord incompressible, grace a la proposition 13.131 
II existe done un homeomorphisme (j) '■ ~^ M^^', qui s'etend triviale- 
ment en un homeomorphisme h : T* T*,, via les structures produit 
T* ^ M^x]0,r?] et T^* ^ Af^x]0,r?] donnees par 1^. D'autre part, si ip 
conjugue les meridiens des tores du bord de et M^, alors cj) s'etend en un 
homeomorphisme de H dM sur n dM'. En utilisant la structure conique 
de S et S', il est facile d'etendre en un homeomorphisme entre les paires 

/i:(r^,5)^(r^,50. □ 

4. Demonstration du theoreme principal 

Etant donne 1' homeomorphisme h : M^^^hiM^) C B' tel que h{S ClMir) = 
S' n h{Mi;), dans la premiere section de ce chapitre nous construisons une 
application hi de sur M^,, pour < r] <^ r]' <^ 1, qui est fondamentale- 
ment equivalente a h. Grace aux resultats de Waldhausen, nous modifierons 
cette application par une homotopie, afin d'obtenir un homeomorphisme /12 
entre les 3-tubes de Milnor. 

Dans la section suivante, en utilisant les resultats classiques de Jaco- 
Shalen-Johannson, nous isotopons /i2 a un nouvel homeomorphisme qui 
preserve des realisations tres precises de la decomposition JSJ des 3-tubes 
de Milnor. 

Ensuite a la section BJH nous construisons un isomorphisme explicite entre 
les arbres duaux des desingularisations minimales de S et de S' . 

Celui-ci nous permet, a la section suivante, d'etendre /13 aux 4-tubes de 
Milnor. Cette extension a la dimension quatre se fait faite en quatre etapes : 
Dans la premiere, nous ne nous occupons que des blocs 7^(-D) associes aux 
composantes de valence > 3. Dans la deuxieme etape, nous traitons le cas 
des chaines C de composantes de valence 2, en utilisant la structure produit 
des blocs 7^(C). A I'etape suivante, nous considerons le cas des branches 
mortes et celui des transformees strictes des separatrices. Finalement a la 
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derniere etape, nous modifierons rhomeomorphisme construit, a I'aide d'iso- 
topies bien choisies, afin d'assurer qu'il est fondamentalement equivalent a 
rhomeomorphisme h initial. 

4.1. Reduction a la dimension trois. Fixons des reels positifs r < e et 
e" < e', tels que 

(25) B^„ £ h{Mr) £ B^, £ /i(Be) C B'* . 

Munissons le couple (B, S) d'une structure conique, c'est a dire d'un diffeo- 
morphisme (f : dM x [0, 1] ^ B en dehors de I'origine, verifiant : ip{dM x {r }) = 
dMr, pour tout r g]0, 1], (^((5n9B) x [0, 1]) = 5 et ip{m, 0) = 0, ip{m, 1) = m, 
pour tout m G dM. Nous disposons aussi d'une structure conique (p' : dM' x 
[0,1] B', pour le couple {M',S'). Notons : B B^ la retraction par 
deformation qui correspond, via a I'application valant {m,t) i— t- (m,e), 
pour e < t < 1. Notons aussi ctq : (B' \ {0}) — > dM' la retraction par 
deformation correspondant, via (p' , a (m, s) i— > (m, 1). Designons enfin par 
cr' : B' — 7- B', I'application continue correspondant, via if' , a I'application 
(m, t) (m, oil est affine pour e" <t < e' et verifie = t, pour 
i < e" et q{t) = 1, pour t > e' . Visiblement nous avons : 

£.^;i(5) = 5, o'{S') = S', g'~^{S') = S', g'~^{S') = S'. 

Notons aussi que q^^ et a' sont I'identite au voisinage de I'origine et que a' 
coincide avec cjg en dehors de B^,. Posons : 

(26) hi:= a' oho : B — ^ B' . 

Cette application est continue, necessairement surjective et verifie /ii(5B) = 
9B', /ii(5) = S' et K{^{S') = S. Elle definit ainsi une apphcation de B* 
dans B'*. D'autre part hi coincide avec h au voisinage de I'origine et done 
les restrictions de h et de hi a B* , que nous designerons encore par h ei hi, 
sont fondamentalement equivalentes : h^ hi. 

Fixons maintenant des 4-tubes de Milnor C B pour S et T^, C B' pour 
S', tels que /ii(T^) C T^,. Designons par r : T* — >■ la retraction par 
deformation sur le 3-tube de Milnor ([7]), donnee par la structure produit 
decrite en ([23]) et notons r' : T^T M'^, := f'-\dD,y) DM' la retraction 
similaire. Posons : 

(27) hi := r'ohio lm^ : ^ M^, , 
ou : ^ T* designe I'application d'inclusion. 

Remarque 4.1. On a : h ^ hi >i hi. 

Quitte a multiplier I'equation /' par ^, nous supposons que ry = r]'. 
Nous identifions desormais a 7^, a 7^' et nous continuous a noter hi 
I'application E'~^ o hi o E definie sur A^^ := E~^(Mrf) et a valeurs dans 
M.'^, := E'~^{M'^i). Celle-ci satisfait les hypotheses du theoreme (6.1) de 

Waldhausen [19], car hi{dA4ri) C dA4'^,. Comme n'est pas I'espace 
total d'un fibre en droites sur une surface de Riemann close, il existe une 
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homotopie F : Mr, x [0,1] M'^, verifiant F{dMrj x [0,1]) C dM'^,, 
F{-,0) = hi et telle que F{-, 1) soit un homeomorphisme. Nous posons 

(28) h2:=F{;l):Mr,^M'r,. 
Remarque 4.2. La relation /12 ^ hi est satisfaite. 

4.2. Construction d'un homeomorphisme JSJ-compatible. Conside- 
rons maintenant pour Al^/, la decomposition de JSJ similaire a celle ef- 
fectuee pour A^^ : nous conservons les notations (fT^ pour les blocs elemen- 
taires de A4'^, ; Nous designons par D\' la collection des composantes de V 
de valence > 3 et par C celle des chaines de composantes de V reliant deux 
elements de 9^'; pour chaque C € les tores epaissi A4q, et M'q,, ainsi 
que leur structure produit a'^, : M'^, — >T x [—1 — e, +1 + e] sont construits 
comme en ()19p ; le 2-tore T'^, = (T^7^(T x {0}) est proprement plonge dans 
M.'^i et les adherences des composantes connexes de \ Uceff'T^^' consti- 
tuent les blocs de JSJ de Ai'^, ; chacun d'eux est note B'j-,,, car il contient un 
unique bloc elementaire M'^,, v{D') > 3; une fibration de Seifert etendue 
^ext . j^/^^ |^j_^^ext^ definie comme en ()24p . prolonge la fibration de Hopf 
: A4'j-), — )■ K'jji ; enfin la famille {T'^,)c'£<t' est, pour les memes raisons, 
une famille caracteristique de tores essentiels proprement plonges dans .M'^i- 
Visiblement {Tc)ce€ et (/i^"^(T[,,))c/g£/ sont deux families caracteristiques 
de tores essentiels de Air,- D'apres le theoreme d'unicite des families carac- 
teristiques, cf. (1.2.6) de [8], il existe une bijection 

(29) K2 : <t^(t' 

et un automorphisme ijj de Air, isotope a I'identite, tels que h2{ip{Tc)) = 
'^K2(C)' POU'^ tout C G C Posons /i2 := ^2 ° ip, nous avons : 

(30) /i2 X /i2 /i et /i2(Tc) = 1'k2(C) ' pour tout C € C 

Remarque 4.3. Visiblement /i2 transforme tout bloc de JSJ de Air, en un 
bloc de JSJ de Ai'^,, definissant ainsi une (unique) bijection K3 : — 
telle que /i2(-B/)) = B'^^^j^y 

Lemme 4.4 (de I'accordeon). // existe un homeomorphisme /12 isotope a /i2, 
qui transforme tout tore epaissi en un tore epaissi, en respectant la structure 
produit; precisement : h2{Aic) = -^'^^^(c) '^'k2{C) °h2 = (^c- 

Preuve. Soit C G € et Bd une composante de JSJ de Air,, telle que Tc C 
dBo- Le tore T^,, C := K2(C), est une composante connexe de dB'^^^j^y 

Nous pouvons supposer que dB^j-, D (^c^O^ ^ i^}) ^^'^K.i{D) ^ "^'c'^C^ ^ 
{1}). L'homeomorphisme de T x [0, 1 + e] sur T x [s, 1 + e], defini par 
rs{p,t) := {p,s + t ^~[^^ ), s € [0,1], se releve en un homeomorphisme de 
o'q^{T X [0, 1 + e]) sur cr^^C^ x [s, 1 + e]), qui se prolonge par I'identite en 
un homeomorphisme 

Rs : Bd^Bd{s) := {Bd \ cJc\T x [0, s[)) , R.^, = id^, . 
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On construit un homeomorphismes similaire R'^ de S^^^^^ sur B'^^^j^-^{s) : = 
(K-siD)\^cH^ X [0, s[)). Pour s G [0, 1], posons Fs : Mr, ^ M'^, defini par : 

{Fs{m) = h2{m) , si m ^ Bp , 
Fs{m) := R'gOh20 R~^{m) , si m & Bd{s) , 
Fs{m) := (t'(,,~^ o [H2 X i(i[o,s]) ° CFci^) > si m ^ <^c ^C^ ^ [0^ ^\) ) 

ou H2{p) := cr^,, (^2(c^^(Pi 0))). Visiblement Fg est une isotopie qui verifie 
Fq = h2 et Fi{M.c n = n B'^^f^^y Pour achever la preuve du 
lemme, il suffit d'effectuer successivement de telles isotopies, pour toutes les 
composantes du bord de chaque bloc de JSJ de 7V4^. □ 

Lemme 4.5. // existe un homeomorphisme isotope d h2, qui satisfait les 
mimes proprietes ^4 -41 ) ^2 et qui de plus conjugue les fibrations de Seifert 
du complementaire des tores epaissis, i.e. il existe des homeomorphismes 
?Z) : KD^K'^^(^^y Z? G tels que ^^^(^o) ° ^3|B^ = o Pd- 

Preuve. Visiblement -B^ est muni de deux fibrations de Seifert : pD de base 
Kf) et /''k3(d) °^2|B^ base K'^^^^^y Comme B^^ n'est ni un un tore plein, ni 
un tore epaissi, le theoreme d'unicite des fibrations de Seifert (1.2.5) de [8], 
donne une isotopie ipD,s ■ B\j — )• B\j, s G [0, 1], telle que V'-D,o est I'identite et 
tpD,i conjugue les feuilletages definies par ces deux fibrations. Precisement, 
si (,D ■ Kd K'^^f^^^ est rhomeomorphisme induit par ^l^D,l sur les espaces 
de feuilles, on a : P^^^^i^q^ 0/120 ifj^^i = ° Pd- Grace a I'assertion (jaj) du 
lemme (|4.6|) ci-dessous, ces isotopies se recollent en une isotopie globale 
tps ■ Mr, Mr,, verifiant Vo = idAi„, V'^is^ = ^D,s, -D G *H et V^lTc = i^Xc, 
C G C Pour achever la demonstration, il suffit de poser h^, = h2 o ipi- □ 

Lemme 4.6 (d'extension des isotopies). Soit B une variete d hords et 
B^ C B une sous-variete d hords de mime dimension, telle qu'il existe un 
homeomorphisme a de B \B^ sur dB x [0, 1], verifiant a{dB) = dB x {1} 
et a{dB^) = dB x {0}. Alors : 

(a) si Fg : B^ ^ B^ , s [0,1], est une isotopie telle que Fq = id-Bi,, alors il 
existe une isotopie F^ : B ^ B, telle que F'^^^t, = Fg et F'^^q^ = 'vIqb, 
s G [0, 1] ; 

(h) si Gs ■ SB — > dB, s G [0,1], est une isotopie telle que Gq = idgs, 
alors il existe alors une isotopie G'g : B ^ B, telle que G'^j^^ = id^b et 

G'^^Q^ = Gs,se [0,1]. 

Preuve. (jaj) Notons Fg '■= <^ ° Fg o c^q^^^,. Pour m G B\B^, nous posons 

F!.{m) := cr"i o F^ o cr{m), avec F^,{p,t) := Fg_t{p,t), si < t < s et 
F'g{p,t) := {p,t), si s < t < 1. La preuve de (|b|) est similaire. □ 

Pour chaque G I'homeomorphisme donne par (|4.5|) . induit une 
bijection wd entre les points singuliers de V situes sur D et ceux de V 
situes sur D' := K3{D). Celle-ci verifie, avec les notations ([25]) : 

WD{Sm{D)) = S<m{D') et done wd(S{D)) = S{D') , 
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puisque les points d'attache des branches mortes correspondent aux fibres 
exceptionnelles des fibrations de Seifert et les elements de S{D), resp. de 
S{D'), correspondent aux composantes connexes de OKd, resp. de dK'j-),. II 
est facile de prouver que, quitte a modifier /13 par une isotopie, ?d envoie 
le disque Ds, s G S<xix{D), sur le disque D'^^^^y Ainsi /13 envoie le bloc 
elementaire ^AD sur le bloc elementaire M'j^,, en conjuguant les fibrations 
de Hopf restreintes a ces blocs. 

4.3. Conjugaison des arbres duaux des diviseurs. Recapitulons les 
resultats obtenus : nous avons construit un homeomorphisme : ^ 
M'^i tel que /13 x h, ainsi que des bijections 

(31) K3 : IK ^ in , K2 : e: ^ C , Ki : 9Jt ^ 9Jt' , 

qui satisfont pour tout C € C et C € 9Jt, les proprietes suivantes : 

(a) les images par K3 des composantes d'extremite de C, sont les compo- 
santes d'extremite de K2(C) ; 

(b) si Do G 5^ est la composante d'attache de C, alors kz{Dq) est la compo- 
sante d'attache de ki(C) ; 

(c) I'homeomorphisme envoie Mc sur -^^2(0)' -^c ^^'^ - (c) '^^ 

sur T''^_^^^^ ; pour Z) € IH, il envoie aussi, en conjuguant les fibrations de 

Seifert, Bd sur B' B'f. sur B'^. et Md sur M' ,r,\- 

La proposition suivante etend les correspondances ()3ip a toutes les compo- 
santes des diviseurs. Elle precise les resultats classiques de Zariski-Lejeune 
en donnant, par la propriete (|cj), les relations entre I'homeomorphisme h qui 
transforme S en S' et la correspondance des arbres duaux de T) et V . 

Proposition 4.7. // existe une bijection k : Comp(P) Comp(P') entre 
les ensembles de composantes irreductibles de T> et D' , telle que : 

(1) {k{D),k{D')) = {D,D'), pour tout D,D' G Comp(D) ; 

(2) pour tout C G C, resp. C G 971, on a I'equivalence : (D £ C) <^ 
(k(-D) G K2{C)), resp. {D £ C) ^ G ki(C)) ; en particulier C 
et K2{C) ont meme longueur, ainsi que C et K.i{C) ; 

(3) la restriction de k, d 9^ C Comp(I?) est egale a K3. 

En particulier les proprietes ^ ^ et 1^ ci-dessus restent satisfaites par 

K. 

Avant de prouver la proposition 14.71 nous avons besoin d'un resultat auxi- 
Uaire. Soit C G £ U 93T. 

- Si C = {Dq, . . . , Di^^i} G considerons la chaine C = {D'q, . . . ,D[ ^_(_-^} = 
K2(C) G C, que nous numerotons de maniere a avoir D'q = h^^Dq) et 

- Si C = {Do,...,Di^} G m, considerons C = {D'^^, . . . , D[^^} = K2{C) G 

m'. 

Designons par Cj G Hi{Mc-,'^) le meridien associe a Dj et par c'^ G , Z) 

celui associe a D^, cf. (j3.5p . L'egalite h^{Mc) = -^c' ii^duit un isomor- 
phisme : 

/13* : Hi{Mc,i:) ^ Hi{M'c,,I^) ■ 
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Dans le cas ou C et C sont des branches mortes, c^^+i et <^'i^,^i designent les 
meridiens exceptionnels correspondants. Comme conjugue les fibrations 
de Seifert de Bd, et BL, , il conjugue aussi les fibres exceptionnelles ; ainsi 

/i3 envoie A4q sur M'l^, et induit un isomorphisme : 

Lemme 4.8. Pour tout j = 0, . . . ,1 + 1, on a les egalites : Ic = Ic =■ I 
/i3*(c,) = c;. Giff. 

Nous aliens d'abord demontrer le sous-lemme technique suivant0 : 

Sous-Lemme 4.9. Soient a = (ai, 02) etb = /32) £ Pgcd(ai, 02) = 
1, pgcd(/3i, /32) = 1 tels que det(o, 6) > 0. II existe alors n G N unique et 
une suite finie c := (cq, . . . , c^+i) d'elements de I? fl (Qa + Q6) C unique 
tels que : 

{det{cj,Cj+i) = 1, j = 0, . . . ,n, 
det(cfc_i,CA;+i) > 1, k = l,...,n, 
Co = a, Cn+i = b . 

En particulier si det(a,6) = 1, I'unique suite c satisfaisant \3S^) est donnee 
par n = 0, Cq = a et ci = b. 

Preuve du sous-lemme. L'existence de n et des cj se montre aisement a I'aide 
de fractions continues. Pour I'unicite, nous utiliserons I'assertion suivante, 
facile a prouver0 : 

(o) soient u := (1/1,1/2), v := {vi,V2) G et X, fj, G Q>0; ids que 
det(u,v) > 0, z/i + 1/2 > 1, vi + V2 > 1 et (1, 1) = Au + fiv. Alors 
det{u,v) > 1. 

Pour I'unicite, nous raisonnons par double recurrence, avec I'hypothese 
'Hn,N' suivante : 

"si c := (cj)"j[Q et c' := {c'^)^^q sont deux suites finies d'elements 
de 1? n (Qa + Q5), satisfaisant ^ et si < n < N et < n' < N' , 
alors n = n' et c = c' ." 

Nous allons d'abord montrer Hq^n =^ "^o, Af+i ; par symetrie on aura aussi 
'H-N,o =^ ^TV+i.o; comme '7^0,0 est evident, il sufiira alors de prouver I'im- 
plication 'Hn-i,n'-i =^ T~(-n,n'- 

T~l-o.N' =^ ^o,Af'+i • A un automorphisme de pres, nous supposons 
Cq = a = (1,0) et ci = & = (0,1). La propriete (o) donne l'exis- 
tence d'un indice /c G {1, . . . ,N'}, tel que c~ = (1, 1), 1 < io < -A'^- 
On conclut en appliquant I'hypothese de recurrence aux deux suites 
((1, 0), (1, 1)) et (cq, . . . , c~), ainsi qu'aux deux suites ((1, 1), (0, 1)) 
et c' := (c~, . . . , c'j^,_^i). 

14. Nous remercions Mark Spivakovski pour son aide et ses suggestions concernant la 
preuve de ce lemme. 

15. Visiblement, < A, /i < 1 ; ainsi (1,1) appartient a I'interieur du parallelogramme 
de sommet 0, u, u + v, v ; mais ceci est impossible lorsque w et i; ferment une Z-base de 
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'Hn-i,n'-i =^ T~iN,N' '• Toujours a un automorphisme de pres, nous 
pouvons maintenant supposer a = (1,0) et 6 = (/3i,/32), avec /3i < 
^2- Grace a (o) on obtient deux indices j G {1,...,A^} et k £ 
{1, . . . , A^'} tels que = c~ = (1, 1). L'hypothese de recurrence ap- 
pliquee aux deux suites {cj)j^Q ~- et (cfc)^^^ ^, ainsi qu'aux deux 
suites (cj)j^~ et (cfc)^^^^ permet de conclure. 
Ceci acheve la demonstration du sous-lemme. □ 



Preuve du lemme (^TSp. D'apres le lemme (|4.5p . /is envoie toute composante 
de dMc sur une composante de dM'^, en conjuguant les fibrations de Seifert 
correspondantes. L'isomorphisme /i3* induit en homologie satisfait done les 
egalites : 

(33) /i3*(co) = Co et /i3*(c/+i) = cj,+i , 

oil nous posons I := Ic et I' = Ic pour abreger. Grace a I'assertion (ii) de la 
proposition 13.61 nous deduisons aussi que 

(34) det(o,b) = det'(/i3,(a),/i3*(b)), 
pour tous a, b G H^. Des relations (f2T]) on tire : 

det(cj„i, Cj+i) = -{Dj,Dj) >2, j = l,...,l, 

car I'application E de reduction de S est minimale. 

Posons c'j := h^^{c'j). Les deux suites finies c := (cj)j=o,...,/+i et c" := 
(Cj')j=o,...,r+i d'elements de Hi{A4q,,Z) ~ Z^, ont meme premier et meme 
dernier terme ()33p ; elles satisfont les relations ()32p du lemme ()4.9p . La 
conclusion resulte de I'unicite de ces families. □ 



Preuve de la proposition j^. 7]). Les chaines et les branches mortes qui se cor- 



respondent par K2 et par ki , ont meme longueur ; il existe done une et une 
seule bijection k : Comp(D) Comp(X'') qui etend K3 et qui satisfait les as- 
sertions © et ©, ainsi que I'equivalence {DDD' K,{D)r\K{D') ^ 0). 
Les auto-intersections de toutes les composantes compactes considerees etant 
< —1, il suffit pour prouver ([T|) de montrer les relations : 

(35) (L>, D) = {n{D), k{D)) , pour tout D G Comp(£') . 

Lorsque Dj est contenue dans une chaine ou une branche morte de les rela- 
tions ([2T]) se deduisent directement des egalites {Dj,Dj) = — det(cj_i, Cj+i)- 
Comme h^^ commute aux formes determinants (fM|) . relations /i3*(cj) = c'j du 
lemme (|4.8p donnent : {Dj,Dj) = {K{Dj), K{Dj)), pour tout j = 1, . . . , /c + 1- 
II reste a prouver (|35p lorsque D est de valence > 3. Remarquons qu'alors 
AA D est un retract par deformation de 

M^^:=MDlj"ff Ms,, DnD,=:{sj}, 

oil Di, . . . , Dy(^D^ sont les composantes de V adjacentes a D. Le point singu- 
lier Sj est le point de branchement d'une chaine, d'une branche morte Cj, ou 
bien encore d'une transformee stricte. Considerons le meridien associe a Dj, 
qui est un element Cj de ifi(Mj,Z) ~ Hi{M.Sj H Md,"^), oil Mj est le tore 
epaissi Mcj, ou M"^. dans les deux premiers cas, ou bien encore AAgj ^Mdj 
dans le dernier cas. Designons par Cj G Hi{A4d,'^) I'image de Cj par le mo- 
nomorphisme induit en homologie par I'inclusion A^d H Msj C Md- Nous 
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pouvons reecrire la formule d 'indice le long de D donnee par (jl2p de la fagon 
suivante, cf. [HIS] : 

v(D) 

(36) {D,D)c+^'cj =0 dans Hi{Md,^) , 

i=i 

oil c est la classe d'homologie d'une fibre p]j^{p), p € Kd, que nous appelons 
le meridien associe d D. D'apres ce qui precede, {k{D j)} j^i ^f^j^-^ est la 
collection des composantes adjacentes a n{D) et grace au lemme ()4.8p . leurs 
meridiens respectifs sont /i3*(cj) G Hi{M.'^f^jy^ n7W^/,Z), oir {s^} := n{D) n 

K{Dj). De meme /i3*(c) est le meridien de k{D), car /13 conjugue les fibration 
de Seifert de et B'^^j^y La formule d'indice le long de ^3(1?) donne 
I'egalite ([35]). □ 

4.4. Extension a la dimension quatre. Toujours avec les notations (jH 
et ([5]), nous definissons maintenant la collection des blocs elementaires du 
4-tube de Milnor 7^ par : 

(37) Ts := 7;, n et Td ■= Tr,{K d) , s G SingfD) , G Comp(X') . 

Un 4'tube associe d une chaine C G resp. d une branche morte C G SJt est, 
avec les notations et ([IS]), resp. (HID et (gUD : 

(38) rc:=|j7'D. u[Jr., , resp. ■■= \J To, U [j . 

j=l j=0 j=l j=0 

Nous definissons de maniere similaire les blocs elementaires de 7^', , que nous 
notons Tg,, s' G Sing(D') et T^,, D' G Comp(D'), ainsi que les 4-tubes 7^',, 

C G e:' et T~,c' e m'. 

Nous allons d'abord construire, pour * G 9^, des homeomorphismes : 
7^ "^V) satisfaisant les proprietes (jaj), (jbj) de (j'2.5p et coincidant avec 
sur 7i n A^^ = Mi,. Ensuite nous construirons G*, lorsque -k est une chaine, 
puis une branche morte ou une transforme stricte, qui satisfera toujours les 
proprietes (jaj), (|b]) de (|2.5p . se recollera avec les Gd, D G D\ deja construits, 
mais qui ne coincidera plus necessairement avec sur Ad^,. Enfin, a I'aide 
de twists de Dehn, nous modifieront I'homeomorphisme global 

(39) G-.T^^T^,, GiM. = G^, ★ G U C U 9Jt , 

ainsi obtenu, pour qu'il devienne isotope a /is en restriction a Mrj- Nous 
avons maintenant un homeomorphisme <1> qui satisfait le theoreme 12.91 

4.4.1. Construction de Gd, pour D G Les restrictions des fibrations de 
Hopf aux blocs elementaires Td et T^f^j^y D G Comp(D), sont des fibrations 
en disques globalement triviales ; on dispose sur ces blocs de champs de vec- 
teurs differentiables Z et Z', tangents aux fibres de Hopf qui, en restriction 
a chaque fibre, correspondent au champ radial reel + t;^, dans des co- 
ordonnees trivialisantes (u + iv^po) '■ Td — ?• IDi x Kd. Nous definissons un 
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homeomorphisme qui etend h-^\MD conjugue les fibrations de Hopf, en 
posant : 

Gd--Td-> T^(^jj) , Gd\Md = ^3 , oGd = Pd\Td ' 

GD{(l)tim)) ■■=(l)t'{h3{m)), si meMD,t <0, 
Gnim) := (^Dim){h3{m)) , si m ^ Kd , 

ou 4)f et 4>f' designent les flots de Z et Z' respectivement. 

4.4.2. Construction de Gc, lorsqueC est une chaine. Considerons une chaine 
C € C de D et la chaine de V associee, C' := K2(C)), 

C = {Dj}j=o_i+i e C , C' = {D'j}j=o_i+i , := k{D,) , 

les composantes Dq, Di^i etant de valences > 3. Nous supposerons / > 1, le 
cas d'une chaine de longueur / = 0, n'ayant aucune composante de valence 
2 et avec un seul point singulier {s} = Dq D Di se traitant de maniere 
identique, avec Mc = Ms et M'q, = M'^,, {s'} := Dq n D[. 

Dans une premiere etape, nous allons construire des homeomorphismes Qs 
holomorphes sur des voisinages Ws^ des singularites {sj} := -Dj-i nZ)j ; en- 
suite nous construirons des homeomorphismes gOj sur les blocs elementaires 
Tbj, qui conjuguent les fibrations de Hopf; enfin, a la derniere etape, nous 
recollons ces homeomorphismes, pour obtenir un homeomorphisme 

(40) Gc-.Tc^ 

qui satisfait les proprietes (jaj) et (jbj) des homeomorphismes excellents (|2.5p . 

Etape 1. L'application foE, composee de I'equation de S fixee a la section 
(|2.2p avec l'application de reduction, est une equation globale de V. Le 
corollaire 13.41 donne des for mules universelles (voir aussi Theorem 18.2]) 
exprimant les multiplicites uoifoE) le long de chaque composante D deV,k 
partir de la matrice d'intersection de V. Les matrices d'intersection (£)', D") 
et {k{D'),k{D")), D', D" € Comp(D), sont egales d'apres I'assertion (P de 
(j4.7p . On a done en particulier, toujours avec les notations de la section 

(ESI), 

VD'^W o E') = i^D.if oE)=:mj, j = 0,...,l + l. 

Soit Sj le point d'intersection de Dj et -Dj+i et s'j celui de Dj et -D^+i- H 
existe en ces points des coordonnees holomorphes locales 

(41) {uj ,vj): Ws^ X Bi , (^ ,v'j) : W^, x Bi , 

o o 

avec Ws C et W, C ^l' / , telles que Vj = 0, resp. v', = 0, soit une equa- 
tion locale de Dj, resp. de Dj et qui rendent f o E et f o E' monomiaux : 

J o J^\Ws. - et / o - ^/ ^ i ^ i ' • 

On obtient ainsi un diffeomorphisme holomorphe entre les varietes a 
bords et a coins Ws^ n Ts^ = Ws^ 0% et VF', n 7^', = W'^, n 7^',, en posant : 

(42) 5., := {^'j,v',y' o {u„vj) : Ws^ 0%, ^ W^, H T^, . 



MAPPING CLASS GROUP D'UN GERME DE COURBE 



25 



En supposant r] > suffisamment petit, la 3-variete Wgj D 7V4^, ainsi que 

les composantes connexes Tj et Tj+i de A4sj \ , avec Tj Ci J^Dj / 0, 
sont des tores epaissis. Leurs inclusions dans Mc sont des isomorphismes en 
homologie. Supposons que W, fl Ai', satisfait les memes proprietes. Quitte 

a diminuer r?' > 0, la restriction de gs, a Ws, n a valeurs dans W, HTW' /, 

3 3 I Sj ij 

definit alors un isomorphisme, note : 

(43) gs^.:Hi{Mc,I^)^Hi{M'c,,Z). 

Lemme 4.10. Soient Cj et c'j, les meridiens associes aux composantes Dj 
et Dj respectivement, cf. < l^.5|) . Alors gsj*{^k) = Cfc' ^ + pour tout 

j = 0,...,l. 

Preuve. Supposons k = j, le cas k = j + 1 se traite de la meme maniere. 
Quitte a permuter les coordonnees du systeme local, nous supposons aussi 
que Usj = est une equation de Dj. Pour rj > assez petit, les fibres de Xs^ 
et de Uj sont transverses en tout point de Ws^ \ -D^+i, aux fibres de Milnor, 
i.e. aux fibres de f o E. Sur Dj D Ws^, le champ de vecteurs holomorphe qui 
s'ecrit Uj-^, se releve done (via I'application Uj) en un champ Z tangent aux 
fibres de Milnor -et done aussi a TW^. On construit facilement une fonction 

o 

a support compact a : Ws^ H ^Arj — )■ M, telle que le flot au temps 1 de aZ 
envoie Ij := u~^{p) n Wg^ Pi sur tj := xj^{p) fl Wg^ n Mr^, on p ^ Sj 

o o o 

designe un point fixe de Dj n Wgj- Soit K C Dj n Wgj, Sj e K, p ^ K, 
un disque conforme ferme. Quitte a diminuer r/ > 0, la restriction de Xgj a 
\ x'^^{K) est encore une fibration en cercles triviale ; ainsi une fibre ['■ 
de la restriction de po^ a M.Dj H A^s^ C d{Msj \ xJ^{K)), est homologue a 
\'j. Finalement on obtient : 

U = %] = [\:^] = Cj^H^{Mc^Z). 

Supposons r/' > assez petit, pour que les egalites similaires dans M.'^, 
soient satisfaites. Pour achever la demonstration, il suffit de remarquer que 
par construction, gs^ envoie les fibres de «j, resp. de Vj., sur les fibres de u'j, 
resp. de v'-. □ 

Etape 2. Donnons-nous maintenant des homeomorphismes 

(44) 9d,:Td,^U,. j = l,...,^ 
tels que : 

(a) gD,{TD,nTs^) = Tly>nT;>, 

(b) g£). conjugue les fibrations de Hopf : il existe un homeomorphisme '■ 

K'jj,^ , tel que ° Pd^ (m) = p'^, o g^j^ (m), m G Tb,- , 

(c) le morphisme gOj* '■ -f^i(-A^Ci^) i/i(A^^,,Z) induitP^ par la restric- 
tion de goj a^ADj, sl valeurs dans , verifie : goj *(cfc) = c'f,, k = 

ou goj*- 



16. via les identifications Hi(Md-,I') ==; Hi{Mc,'Z) et Hi{M'r,, ,Z) ~ Hi{M'c,,'Z) 
donnes par les inclusions. 
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Remarquons que I'egalite (|cj) pour k = j, se deduit de (jbj) et que le cas 
A: = J — 1 est equivalent au cas k = j + 1, d'apres les for mule d' indices ([2T|) 
et I'assertion ([1]) de (|4.7p . Ainsi, la construction de se fait sans peine, 
apres avoir trivialise les fibrations de Hopf. 

Etape 3. II reste a construire, pour chaque composante connexe T de 
Ts \ Ws , j = 0, . . . ,1, un homeomorphisme defini sur T, a valeur sur une 
composante connexe T' de T' \ W, , qui se recolle avec Qs et qd j' = j 

ou J + 1. Pour cela fixons un homeomorphisme A de T sur [0, 1] x x Di. 
Donnons-nous aussi une fibration en disques pi : 1^ ^ C% := Dji n T, qui 
coincide avec pD-, sur une composante connexe de A~^({0, 1} x x Di) et 
qui, sur I'autre composante, coincide avec une coordonnee homogeneisante 
definie en (|4ip . On procede de meme avec T'. On constate que les restrictions 
de et qDj, a 9T, conjuguent les fibrations construites. Pour conclure, il 
suffit d'appliquer le lemme suivant, en utilisant pour cela le lemme ()4.10p . 

Lemme 4.11. Soient (po et (pi deux homeomorphismes du tore plein x 
Di sur lui meme, qui commutent d la premiere projection, i.e. (j)k{9,z) = 
{0, (t)^{9,z)), fc = 0, 1. Si leurs restrictions a S-^ x 9Di induisent Videntite en 
homologie, il existe un homeomorphisme $ de [0, 1] x S x Di sur lui-meme, 
qui commute aux deux premieres projections, i.e. ^{9,z,t) = {t,9,^^{6, z)) 
et tel que : <I>o = = 0^, et ^((6',z) = {9,z) si ^ < t < |. 



Preuve. Les applications continues cpk '■ 9 4>j^{9, •), k = 0,1, de dans le 
groupe Aut(S^) des homeomorphismes (preservant I'orientation) de dans 
lui-meme, sont homotopes. En effet I'application 

(^r)rG[0,l] ^77-1 — 

est un isomorphisme du groupe fondamental de Aut(S^) sur Z ; or 

f dz 

car I'automorphisme de ^/^i(S^ x S^,Z) induit par (pk est I'identite. Fixons 
des homotopies t ^ ^k,t & C°(S^ Aut(S^)), t G [0,1], ^k,o = ^k, ^k,i = 
{9 I— )■ idgi). II suffit de poser : 

' ^o,\z\+3t-ii9){f\), si 0< l-3t < jz| < 1, 
0^(0,^), si 0<|z|<l-3t, 



, , si I < t < I , 



0^(61, 3j^), si 0<tz|<3t-2, 
, h\z\+2~3tid)if\) , Si 0<3t-2< |z| < 1. 

□ 

4.4.3. Construction de Gq, lorsque C est une tranche morte ou une trans- 
formee stride. Considerons d'abord le cas d'une une branche morte de 
V, notee C = {Dj}j=Q i, v{Dq) > 3 et designons par C := ki(C) = 
{D^ lj^g D'- := n{Dj), la branche morte de V correspondante. Nous pou- 
vons encore effectuer, dans ce contexte, toutes les constructions precedentes, 
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sauf pour la composante d'extremite : pour {sj} := DjCiDj^i, j = 0, . . . ,1 — 
1, nous construisons, avec les memes notations qu'en (|42p . un homeomorphis- 
me et, pour chaque composante de valence deux, un homeomorphisme 
comme en (|44p . Dans Hi{A4"^,,'Z), nous avons encore les egalites 

gs,*(cfc) = Cfc, k = j,j + l, j = 0,...J-1, 

pour les memes raisons qu'au lemme (|4.10p et grace a (j4.8p ; les et qdj 
se recollent done, comme a I'etape 3 ci-dessus. II ne reste plus qu'a etendre 
Qsi^-^ le long de Di. Pour cela, nous supposerons comme precedemment que 
r],r]' > sont assez petits pour que les composantes connexes de 7^;_i \ 



et T', \ W, soient des tores epaissis. II suffit alors de construire un 

homeomorphisme g de la composante connexe T de (7^,_i \ W^s;_i) U Tb; 
contenant Di, sur la composante connexe T' de (7^'_j \ U T^, conte- 

nant D'^, qui coincide avec gsi_i sur le tore plein Tn Fixons encore 

des fibrations p% : 1 ^ 1. Ci Di et p'^, : T' — T' n D'^, qui coincident avec 
les fibrations de Hopf sut Tb, , resp. sur et avec une coordonnee ho- 
mogeneisante (|1T]) sur Tfl Wsi_-^, resp. sur T' H Wg^__^. Visiblement T et T' 
sont homeomorphes a Di x Di, les fibrations et correspondant a la 
premiere projection. Pour achever la construction de Gq, il suffit d'utiliser 
le lemme suivant dont la demonstration est similaire a celle de ()4.1ip . 

Lemme 4.12. Soit (j) un homeomorphisme de SIDi x Di sur lui meme, qui 
commute a la premiere projection : (j){0,p) = {6,(j){9,p)) et qui, en restric- 
tion a dUi X (90i, induit I'identite en d'homologie. Alors (p se prolonge en 
un homeomorphisme $ Di x Di sur lui-meme, qui commute aussi a la 
premiere projection. 

Preuve. Comme pour ()4.1ip . il existe une application continue t i— )• <I>t E 
CO(§i,Aut(§i)), t G [0,1], telle que $oWW = et = 0(^,1?). On 

pose <b{z',z") := {z' ,M^z' , z")), avec : 



■ ^ si \z'\<\z"\<l 

( z' \ j jll 

// 



l^f •'/'(^, A'), si \z"\<\z'\^<\. 



□ 



Considerons maintenant D\ et D'^ := k{Di), des transformees strictes 
de composantes irreductibles de S et S' respectivement. Les composantes 
adjacentes Dq € Comp(P), resp. D'q := k{Dq) € Comp(D'), sont de valence 
> 3. Notons {s} := Dq n Di et {s'} := D'^ n D[, C := {Do,Di}, C := 
{D'q,D[} et posons : Mc := TW^UA^Di, 7^: := TsUTd,, M'^, := A1',,UA1'^, 
et 7^', := 7^'/ U T^/ . Avec les memes notations, nous construisons comme 
en (P3|) un biholomorphisme gs : VFs PI 7^ — > VF^', PI 7^',. Pour les memes 
raisons qu'en (|4.10p . celui-ci verifie le egalites gs*{ck) = c'^, k = 0,1, oil Ck, 
resp. c'^, sont les classes dans Hi{A4c,'^), resp. dans Hi{A4q, d'une fibre 
quelconque de la fibration de Hopf po^ restreinte a A4s PI A^d^., resp. p'r-,, 

k 

restreinte a M'^, n M'^, . Remarquons que la restriction de a M.c n dB 
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(qui est une composante du bord de Air]), a valeurs dans A4'q, n dB', verifie 
aussi I'egaliteEl 

/i3*(cfc) = 4 dans Hi{Mci,1'), , A; = 0, 1 . 

En effet, par construction et h sont fondamentalement equivalents ; leurs 
actions sur F different done d'un automorphisme interieur. En passant a 
rhomologie = h^^. Le theoreme (j3.15p afRrme que I'image par /i* du 
meridien du sous-groupe peripherique V C T associe a C n'est autre 
que le meridien m^)/ (z V C T'. Comme les isomorphismes V = Hi{Aic,'^) 
et V' = Hi{A4'^,,Z) font correspondre xxidi a ci et m'^, a c[ on obtient 
I'egalite /i3*(ci) = c'^. D'autre part, d'apres la remarque 13.91 I'inclusion 
naturelle Hi{M.c,'^) ^ Hi( Bp^ ) envoie Cq sur la classe d'homologie de 
CDo € 7ri(i?£)(,) C r representeeri par une fibre de la fibration de Seifert de 
I?o- Nous avons une description analogue pour M.'q. Comme conjugue les 
fibrations de Seifert de Boq et B'j^, il en resulte que /i3*(co) = Cq. 

Soit Hd^ : Tdi T^/ un liomeomorphisme qui coincide avec /is en res- 
triction a A4criB et qui commute aux fibrations de Hopf : H^^ {Kdi ) = K'j^, 
et opDi = p'qi °H£)i - Comme a I'etape 3 precedente, nous construisons 

un liomeomorphisme Gq Tc ^ Tqi qui etend gs, qui est egal a H^^^ en 
restriction a M.c fl A^d^ et a Hd^ en restriction a M.c n dB. 

AAA. Modification par twists de Dehn. Nous allons maintenant modifier 
I'homeomorphisme G obtenu par recollement ()39p . en le composant a droite 
par un liomeomorphisme ^ :%! ^T-q qui vaut I'identite sur chaque bloc Tb; 

G et tel que G o ^ satisfait le theoreme (j2.9p . En posant '■= ^\Tc^ 
suffit de prouver I'assertion suivante, pour tout C =: {DjYj^q designant une 
chaine de C, une branche morte, ou bien une paire de composantes associee 
a une transformee stricte. 

(irk) II existe un homeomorphisme '^c '■ Tc ^ Tc, ^c(Tc Ci V) = Tc Ci V , 
d support dans Vinterieur de (O^q \ {so}); {so} '■= Dq n Di, tel que 
"^dMc G~^o/i3 : Mc — > Mc sont homotopes relativement an bord 
de Adc, i.e. il existe une homotopie Ft : Mc ~^ -^C; t ^ [0, 1], telle 
que Fq = G~^ o h^, Fi = "^imc Ptim) = m, pour tout t G [0, 1] et 
m G dMc- 

Rappelons qu'a toute application continue K d'une variete a bord X dans 
elle meme, qui vaut I'identite en restriction a un sous-ensemble A d X, est 
associe un morphisme de variation relative d A, ci. [1] : 

varx : Hi{X, A; Z) Hi{X, T) , \S\ ^ \K{S) - S\ . 

Celui-ci est un invariant de la classe d'homotopie relative a A^ de K. Notons 
que si : Hi{X,Z) — > Hi{X,Z) designe le morphisme induit par K et 
i* : Hi{X,Z) Hi{X,A;Z) celui induit par I'inclusion (X, 0) C {X,A), on 
a I'identite : = id//^(x,z) + var^ oi^. Nous utiliserons le resultat suivant. 

17. avec les identifications donnees par les inclusions : Hi {Mc H dB, Z) ~ Hi {Mc , Z) 
et Hi{Mc, ndB',Z) ~ Hi{M'c,,Z). 

18. Ici nous utilisons que les desingularisations de S et S" sont minimales et done 
v{Do) = v{D'o) > 3. 
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Proposition 4.13. Deux homeomorphismes xo Xi ■ -^c ~^ -^c egaux a 
Videntite en restriction d dMc, sont homotopes relativement d dMc> si et 
seulement si leurs morphismes de variation sont egaux : 

var^, = var^, : Hi{Mc,dMc;Z) ^ Hi{Mc,Z) . 

Remarquons que si C est une branche morte, alors [Adc^dAic) est homeo- 
morphe a (S^ x Bi,Si x S^) et Hi{Mc,dMc;'^) = 0. Pour obtenir (^), on 
pose alors = id?^ • 

Si C n'est pas une branche morte, I'assertion decoule immediatement 
du lemme suivant. 

Lemme 4.14. Supposons que C est une chaine ou est associe d une trans- 
formee stricte. Alors pour tout morphisme de L : Hi(A4c,dA4c','^) — )■ 
i7i(A^C)^); existe un homeomorphisme ^ : Tc —?■ Tc a support dans 

o 

O^o \ {sq}, verifiant "ifciTc H V) = Tc r\ 'D et tel que L soit le morphisme de 
variation de la restriction de ^ d ■ L = var,j,|^^ . 

Preuve du lemme Visiblement Hi{A4cjdA4cj'^) = est engendre 

par la classe d'un chemin quelconque 6 reliant les deux composantes connexes 
de dMc- Grace a la formuleEB var^^ox2 = var ^^.^ +var ^^.j , il suffit de determiner 
^' pour L = Lfc : [5] i-> Cfc, A; = 0, 1, ou Co et Ci sont les meridiens associes a 
Do et a Di. En efFet ceux-ci forment une Z-base de Hi[Mc,'^), d'apres la 
proposition I3.6[ Pour fc = ou 1, fixons comme (|^T|) des coordonnees (n, f) 
au point sq dans lesquelles I'application f oE est monomiale et f = est une 
equation de Dfc. L 'homeomorphisme (twist de Dehn) ^ : Tc Tc definit 
par 

2i7r(3|«|-l) si i < Inl < I , 



SI non , 

convient. □ 



Preuve de la Proposition jg ). La preuve consiste a appliquer convenable- 



ment le theoreme de classification d'Eilenberg, cf. |2H Theorem V.6.7], dont 
nous rappelons I'enonce : 

Theoreme 4.15. Soient Y un espace topologique (n — l)-connexe avec vr = 
TTniY) abelien, {X,A) un CW-complexe relatif et /q : X ^ Y une application 
continue. Supposons que 

(1) Y est q-simple pour n + 1 < q < dim(X, ^4), 

(2) H''{X,A;Trg{Y)) = pour n+l<q< dim(X,^), 

(3) Hi+'^{X,A;TTq{Y)) = pour n + 1 <q< dim(X,^) - 1. 

Alors la correspondance f i— ?• {fo, f)*i"'{Y) induit une bijection entre I'en- 
semhle de classes d'homotopie relatives a A d'extensions de /o|yi et le groupe 
de cohomologie H''''' {X , A; tt) . 

Dans cet enonce z"(y) € i?"(y;7r) ^ Hom(ff„(y), vr) s'identifie a I'in- 
verse de I'isomorphisme de Hurewicz iTniY) Hn{Y). Si Y est un CW- 
complexe, alors i"'{Y) envoie chaque n-cellule de Y sur I'unique element de 



if = [xiX2<5 -S] = [X1X2S - X2S] + [X2S -5]^ var^iO + var^^O car 
[X2S] = [5] = dans Hi{Mc,dMc;Z). 
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TT = TTniy) obtenu en ecrasant le {n — l)-squelette de Y au point base. 
D'autre part (/o, /i)* = (i*x)~^ o(9* o F*j^^ ou I'application F(^f^j^) : X x 
dlUAxI^ Y est definie par = ft{x) si x e X et t e dl = {0, 1} 

et par F^j^gj^^{a,t) = fo{a) = /i(a) si a € A et i G I := [0,1]. Finalement 
d* : i7"(x'x 91 U ^ X I; vr) ^ H'^+^{X x I, X x dlU A x I;Tr) est le mor- 
phisme de connexion et i* x : i?" (X, A; vr) ^ {X xl, X x dIU A xI;it) 
est Tisomorphisme induit par le produit par le generateur i € H'^{I,dI), en 
remarquant que (X x I, X x 91 U A x I) = {X, A) x (I, dl). 

Notons encore T = x §^ et I = [0, 1]. Si C est une chaine, resp. une 
branche morte, nous appliquons le theoreme avec X = Y := A4c qui est 
homeomorphe a T x I, resp. aX = y = Bx§^,et est done est un espace 
de Eilenberg-MacLane K{tt,1), avec vr = 7ri(T x I) = Hi{T x I) ^ 
(resp. vr = Z). Les hypotheses du theoreme precedent sont done trivialement 
satisfaites. Nous posons aussi A := dMc = T x dl, resp. ^ = 9ID x et 
/o = id. 

Si C est une branche morte alors 

H^{X,A;i:) = i7^(D x S\ 9© x S\ Z) = F^((]D),(9D) x (S\0)) = 0, 

par la formule de Kiinneth relative et par le fait que H^{Ii,dH) = pour 
i = 0, 1. Dans ce cas on obtient done que toutes les extension de I'identite 
sur A sont homotopes relativement a A. 

Dans le cas oii C est une chaine (de C ou une paire de composantes as- 
sociee a une transformee stricte) nous obtenons que les classes d'homotopie 
relatives a A d'extensions de I'identite sont en correspondance bijective avec 
^^(T X I, T x ai; Z^) ^ I? II suffit de montrer que si / : T x I ^ T x I est une 
extension de I'identite sur T x 91 telle que varj = 0, alors (id, /)*Z"^(T x I) = 
(id,id)*z^(T X I). En fait, pour ne pas avoir a travailler avec le morphisme 
de connexion, il suffit de voir que 

F(*dj)«^(T X I) = F(*d^id)«H'r X I) G ^^(T X I X ai U T X (91 X I;Z2). 

Comme T x I x (9IUT x 91 x I = T x 9(1 x I), on voit que ifi(T x I x 9IUT x 
91x1) ^ i?i(T)e i?i (9(1x1)) ^Z^d'ou Fi(TxIx9IUTx9/xI;Z2) ^ 
Hom(ifi(T X I X 9IUT X 91 X I),Z2) ^ Z^ ® Z^. 

Rappelons que Co,Ci est une base de HiiT x I) = -ffi(T) telle que Cq C 
B* X {e*^} et ci C {z} x Soit e un generateur de Hi{d\l x I)) ^ Z. II est 
facile a voir que i^{Txl) G ^^(T x I; 7ri(T x I)) ^ Hom(ifi(T x I), i?i(T x I)) 
s'identifie a I'application identite et alors F*:^^j-^i^{T x I) = Fj-j^j)^, oii 

F(idj)* : Fi(T X 9(1 X I)) ^ Zco e Zci Ze ^ Zcq © Zci ^ ifi(T x I) 

s'identifie a une matrice de la forme 

/ 1 A: \ 
\Q 1 m ) ' 

{m,k) G Z^ verifient que varj(t)) = kco + mci oil t) est le generateur de 
Hi{T X I, T x 91; Z) = Z qui joigne les deux composantes connexes de T x 91. 
Ceci complete la preuve de la proposition. □ 
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5. GrOUPE D'AUTOMORPHISMES D'UN GERME DE COURBE 

Etant donnee un germe de courbe plane S, nous notons : 

- Qs I'ensemble de marquages de S par lui meme, qui est un groupe pour 
la composition ; 

- Ts le groupe fondamental du tube de Milnor epointe \ S* ; 

- Out(r5') := Aut(r5)/Inn(rs) le groupe d'automorphismes exterieurs 
de r^; 

- Outg(r5') le sous-groupe de 0ut(r5) forme des automorphismes exterieurs 
geometriques, cf. la definition 13.161 

Theoreme 5.1. L'application * : Qs ^ Out(r5'), qui a chaque marquage 
[h] associe son action h^, sur le groupe fondamental Tg, est un isomorphisme 
sur Outg(r5'). 

Demonstration. L'application * est bien definie precisement parce qu'on 
considere des automorphismes exterieurs de Ts qui eliminent I'ambigui'te du 
choix de h dans la classe fondamental [/i]. L'application * est trivialement 
un morphisme de groupes injectif grace a la Proposition 12.81 car \ S est un 
espace K^TsA)- Finalement, la surjectivite sur 0utg(r5) est consequence 
du corollaire 13.191 □ 

CoroUaire 5.2. Tout element de OvXgiVs) est realisable par un homeomor- 
phisme excellent de {Tr^,S) sur lui meme. 

Soit As I'arbre dual pondere de la resolution minimale de 5 et le 
groupe de permutations des composantes irreductibles de S. II existe deux 
morphismes naturels bien definis a : Gs ^ ®s et a : Aut(As) — )> &s- L'exis- 
tence d'un homeomorphisme excellent dans chaque classe d'homotopie de Qs 
et I'injectivite de a, prouve dans le lemme suivant, permet de considerer un 
morphisme bien defini 

a-.Gs-^ Aut(A5) 

tel que a = a o a. 

Lemme 5.3. Avec les notations precedentes on a que : 
(i) a est injective, et en consequence ker a = ker a ; 
(a) a est surjective et done Ima = Ima. 

Demonstration. La premiere assertion se demontre facilement par recurrence 
sur le nombre r de composantes irreductibles de S. Le cas r = 1 se demontre 
par recurrence sur le nombre g de paires de Puisseux de S. Quand g = 1 
une description tres explicite de la situation permet de montrer que a est in- 
jective dans ce cas. La deuxieme assertion se demontre aussi par recurrence 
sur le nombre de composantes irreductibles de S. Quand S est irreductible 
Aut(A5) = {id} d'apres (i). Si Si et Sj sont deux composantes irreductibles 
de S exchangees par g € Aut(As') alors les sous-arbres ponderes correspon- 
dants aux reductions de Si et Sj sont isomorphes. Dans ce cas il est facile a 
voir qu'il existe un homeomorphisme de (7^, T>) qui induit g et qui est I'iden- 
tite en dehors d'un voisinage de de la partie du diviseur V qui n'intersecte 
pas les sous-arbres correspondants a Si et Sj. □ 

Toujours avec les notations dH), ([5]), ([ST]) . ([38]) . pour une chaine C € C nous 
posons : Kc := Tc n V, T^{dKc) = Tr,{d{Kc H Dq)) U %{d{Kc n Ac+i))- 
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Definition 5.4. Pour chaque element B £ ^ := $HU^ considerons le groupe 
Qb des classes d'homotopie relatives a Kb U Trf{dKB) d'homeomorphismes 
de Tb Qui laissent Kb invariant et sont I'identite sur Trj{dKB)- 

Tout element de induit un marquage excellent a support contenu dans 
Trj{KB)- Nous avons done un morphisme bien defini 

Be<3 

Proposition 5.5. Considerons D £ et C € ^. 

(i) Le groupe Qd est isomorphe an groupe A{D') des classes d'homotopie 
relative a D D Sing(P) d'homeomorphismes de D fixant chaque point 
de S{D). 

(a) Tout element de Qc est un twist de Dehn le long de C, cf. section lli4-4-4\ )- 
En particulier, Qc = 1? . 

Demonstration. Pour prouver (i) on trivialise T'q{K£,) — K^ x D et on ecrit 
un representant excellent d'un element quelconque f de sous la forme 
(/, g) oh f : Kd — )• Kd est un homeomorphisme valant I'identite sur dK^ 
et g : K^ — > Homeo(D, 0) ~ S^. Comme g\dKo constante egal a idn il en 
resulte que (/, 5) est isotope a (/, idn)). Ainsi, f = [(/,(?)] est completement 
determine par [/] G A{D'). Reciproquement, tout element [/] G -^{D') 
determine de fagon univoque I'element [(/, id©)] G Qd- D'autre part, I'asser- 
tion (ii) est une consequence immediate de la Proposition 14. 131 □ 

Le groupe modulaire pur A{D') s'identifie au quotient du groupe d'Artin 
de tresses pures du plan a v{D) — 1 brins, par son centre qui est isomorphe 
a Z. II s'identifie aussi au quotient du groupe de tresses pures de la sphere a 
v{D) brins, par son centre qui est isomorphe a Z/2Z, voir par exemple [2]. 
Nous appellerons les elements de Qd twists d'Artin au dessus de D. 

D'apres la Proposition 15.51 le theoreme |B] de I'introduction affirme que 
I'image de /3 est le noyau de a, c'est a dire, les twists d'Artin et les twists 
de Dehn engendrent le sous-groupe d'indice fini Gg de Gs- 

Preuve du theoreme\^ D'apres le theoreme principal et le lemme [5T3l tout 
element de G^ pent etre represente par un homeomorphisme excellent / : 
%i ^ %i qui fixe chaque composante irreductible de V et qui est I'iden- 
titeEB sur le bord de chaque bloc T'q{Ko) et Tq{C). D'apres le theoreme de 
Seifert-Van Kampen, le groupe fondamental Ts est le produit amalgame des 
groupes fondamentaux Ts{D) = -iri{B£)), D € 9\, des blocs Seifert de la 
decomposition JSJ de au dessus des groupes fondamentaux de ses tores 
essentiels Ts{C) = 7ri(Tc), C £ <t. Soit D G un sommet terminal de I'arbre 
de JSJ de M^, cf. (|3.1ip . et C G C sa chaine adjacente. En composant / par 
deux elements convenables de C//? et Gc on pent supposer que /* : — )■ Ts 
est I'identite sur Ts{D) D Ts{C). On conclut en raisonnant par recurrence 
sur le nombre de blocs de Seifert sur lesquels /* n'est pas I'identite. □ 



20. Ceci est possible grace a rholomorphie de / au voisinage de chaque singularite de 
V. 
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L'exemple suivant montre que I'epimorphisme du theoremelBjn'est pas en 
general injectif. Ainsi il peut exister d'autres relations entre les generateurs 
de et a part de celles qu'on vient d'expliciter. 

Exemple 5.6. La courbe S = f~^{0) avec /(x, y) = y{y^ — x^)"^ — x^ a deux 
paires de Puiseux, le diviseur exceptionnel de sa desingularisation minimale 
consiste en cinq droites Ei, i = 1, . . . , 5, numerotes par ordre d'apparition 
et ayant pour matrice d'intersection 
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Dans ce cas, il y a deux diviseurs de valence trois E3 et £'5 avec deux (resp. 
une) branches mortes adjacentes Ei, E2 (resp. S4). II n'y a qu'une chaine C 
de longueur correspondant au point £"3 PI £"5. Le groupe fondamental Fs 
d'un tube de Milnor de / moins S admet comme systeme de generateurs les 
classes d'homotopie oi, 61, ci, 62, C2, d de lacets contenus dans des fibres de 
Hopf des diviseurs Ei, E2, E3, E4, E^ et S respectivement. Les relations de 
ces generateurs sont engendres par 

af = ci = b'l, aibiC2 = cl, C2 = b\, cib2d = C2 

et 

(45) [ci,ai] = [ci,6i] = [ci,C2] = [02,62] = [c2,d] = l. 

En prenant le point de base convenablement, Paction sur Ts d'un twist de 
Dehn autour de C de type {p, q) est de la forme suivante : 

ai 1-^- ai, bl = bl, ci i-^- ci, 62 '-^ (^b2C^^, C2 ^ C2, c^dc^^, 

qui d'apres les relations ()l5]l coincide avec I'automorphisme interieur associe 
a I'element c^c^ € Ts- Ainsi, dans ce cas, /3{Qc) C ker(*) qui est trivial. 
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